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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí äëÿ èíæåíåðíî-ýêî-
íîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ èìååò öåëü: îçíàêîìèòü ñòóäåí-
òîâ ñ îñíîâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, íåîáõîäèìîãî äëÿ ðå-
øåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêèõ
çàäà÷; ïðèâèòü óìåíèå ñàìîñòîÿòåëüíî èçó÷àòü ó÷åáíóþ ëèòåðà-
òóðó ïî ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì; ðàçâèòü ëîãè÷åñêîå ìûø-
ëåíèå è ïîâûñèòü îáùèé óðîâåíü ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû; âû-
ðàáîòàòü íàâûêè ìàòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðèêëàäíûõ
âîïðîñîâ è óìåíèå ïåðåâåñòè èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêóþ çàäà÷ó
íà ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê.

Âñå ýòî èìååò î÷åíü âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîñëåäóþùåé ïðàêòè-
÷åñêîé ðàáîòû èíæåíåðà-ýêîíîìèñòà è íåîáõîäèìî òàêæå äëÿ óñ-
ïåøíîãî èçó÷åíèÿ îáùåòåîðåòè÷åñêèõ è ñïåöèàëüíûõ äèñöèïëèí.

Ó÷åáíûìè ïëàíàìè èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñ-
òåé âóçîâ ïðåäóñìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû:

1. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà.
2. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.
3. Ìàòåìàòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.
Îáúåì è ñîäåðæàíèå ýòèõ äèñöèïëèí îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè Ãîñóäàðñòâåííûõ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ
ñòàíäàðòîâ íà îñíîâå ïðèìåðíîé ïðîãðàììû äèñöèïëèíû «Ìà-
òåìàòèêà», óòâåðæäåííîé â 2000 ã. Ãëàâíûì óïðàâëåíèåì îáðàçî-
âàòåëüíûõ ïðîãðàìì è ñòàíäàðòîâ âûñøåãî è ñðåäíåãî ïðîôåññè-
îíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè.

Íàñòîÿùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ î÷-
íîé è çàî÷íîé ôîðì îáó÷åíèÿ. Îíî ñîäåðæèò îáùèå ìåòîäè÷åñ-
êèå ðåêîìåíäàöèè ïî èçó÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí, à òàê-
æå ïðîãðàììó, ìåòîäè÷åñêèå óêàçàíèÿ è êîíòðîëüíûå çàäàíèÿ ïî
ìàòåìàòèêå.

Â ó÷åáíûõ ïëàíàõ íåêîòîðûõ èç èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé âñå ìàòåìàòè÷åñêèå äèñöèïëèíû îáúåäèíåíû ïîä
îáùèì íàçâàíèåì «Ìàòåìàòèêà» ñ ïîñëåäóþùèì óêàçàíèåì íà-
çâàíèé êîíêðåòíûõ äèñöèïëèí: à) îáùèé êóðñ, á) òåîðèÿ âåðîÿò-
íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà è ò.ï. Â ýòîì ñëó÷àå íàçâà-
íèå äèñöèïëèíû «Ìàòåìàòèêà (îáùèé êóðñ)» ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâ-
íîñèëüíûì íàçâàíèþ «Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà», è ïðè èçó÷åíèè ýòîé
äèñöèïëèíû ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íàñòîÿùåå ïîñîáèå.
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ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÈÇÓ×ÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
Â ÂÛÑØÅÌ Ó×ÅÁÍÎÌ ÇÀÂÅÄÅÍÈÈ

ÑÒÓÄÅÍÒÀÌÈ-ÇÀÎ×ÍÈÊÀÌÈ

Îñíîâíîé ôîðìîé îáó÷åíèÿ ñòóäåíòà-çàî÷íèêà ÿâëÿåòñÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà íàä ó÷åáíûì ìàòåðèàëîì; îíà ñêëàäûâàåòñÿ èç
÷òåíèÿ ó÷åáíèêîâ, ðåøåíèÿ çàäà÷, âûïîëíåíèÿ êîíòðîëüíûõ çàäà-
íèé. Â ïîìîùü çàî÷íèêàì èíñòèòóòû îðãàíèçóþò ÷òåíèå ëåêöèé è
ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ. Êðîìå òîãî, ñòóäåíò ìîæåò îáðàùàòüñÿ ê
ïðåïîäàâàòåëþ ñ âîïðîñàìè â ïèñüìåííîì âèäå èëè óñòíî. Óêàçà-
íèÿ ñòóäåíòó ïî òåêóùåé ðàáîòå äàþòñÿ òàêæå â ïðîöåññå ðåöåíçè-
ðîâàíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò. Îäíàêî ñòóäåíò äîëæåí ïîìíèòü, ÷òî
òîëüêî ïðè ñèñòåìàòè÷åñêîé è óïîðíîé ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå
ïîìîùü èíñòèòóòà áóäåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîé.

Çàâåðøàþùèì ýòàïîì èçó÷åíèÿ êàæäîãî èç ìàòåìàòè÷åñêèõ
êóðñîâ (èëè îòäåëüíûõ ÷àñòåé êóðñà âûñøåé ìàòåìàòèêè) ÿâëÿåò-
ñÿ ñäà÷à çà÷åòîâ è ýêçàìåíîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ó÷åáíûì ïëàíîì.

1. ×òåíèå ó÷åáíèêà

1. Èçó÷àÿ ìàòåðèàë ïî ó÷åáíèêó, ñëåäóåò ïåðåõîäèòü ê ñëåäó-
þùåìó âîïðîñó òîëüêî ïîñëå ïðàâèëüíîãî ïîíèìàíèÿ ïðåäûäó-
ùåãî, ïðîäåëûâàÿ íà áóìàãå âñå âû÷èñëåíèÿ (â òîì ÷èñëå è òå, êî-
òîðûå ïî èõ ïðîñòîòå îïóùåíû â ó÷åáíèêå), âîñïðîèçâîäÿ èìåþ-
ùèåñÿ â ó÷åáíèêå ÷åðòåæè.

2. Îñîáîå âíèìàíèå ñëåäóåò îáðàòèòü íà îïðåäåëåíèå îñíîâ-
íûõ ïîíÿòèé. Ñòóäåíò äîëæåí ïîäðîáíî ðàçîáðàòü ïðèìåðû, êî-
òîðûå ïîÿñíÿþò òàêèå îïðåäåëåíèÿ, è óìåòü ïðèâåñòè àíàëîãè÷-
íûå ïðèìåðû ñàìîñòîÿòåëüíî.

3. Íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî êàæäàÿ òåîðåìà ñîñòîèò èç ïðåä-
ïîëîæåíèé è óòâåðæäåíèÿ. Âñå ïðåäïîëîæåíèÿ äîëæíû îáÿçàòåëü-
íî èñïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå. Íóæíî äîáèâàòüñÿ òî÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, â êàêîì ìåñòå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàíî
êàæäîå ïðåäïîëîæåíèå òåîðåìû. Ïîëåçíî ñîñòàâëÿòü ñõåìû äîêà-
çàòåëüñòâà ñëîæíûõ òåîðåì. Ïðàâèëüíîìó ïîíèìàíèþ ìíîãèõ
òåîðåì ïîìîãàåò ðàçáîð ïðèìåðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îá-
ëàäàþùèõ è íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ è óòâåðæäåíèÿõ òåîðåì.

4. Ïðè èçó÷åíèè ìàòåðèàëà ïî ó÷åáíèêó ïîëåçíî âåñòè êîíñ-
ïåêò, â êîòîðûé ðåêîìåíäóåòñÿ âûïèñûâàòü îïðåäåëåíèÿ, ôîðìó-
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ëèðîâêè òåîðåì, ôîðìóëû, óðàâíåíèÿ è ò.ï. Íà ïîëÿõ êîíñïåêòà
ñëåäóåò îòìå÷àòü âîïðîñû, âûäåëåííûå äëÿ ïèñüìåííîé èëè óñò-
íîé êîíñóëüòàöèè ñ ïðåïîäàâàòåëåì.

5. Ïèñüìåííîå îôîðìëåíèå ðàáîòû ñòóäåíòà èìååò èñêëþ÷èòåëü-
íî âàæíîå çíà÷åíèå. Çàïèñè â êîíñïåêòå äîëæíû áûòü ñäåëàíû àê-
êóðàòíî. Õîðîøåå âíåøíåå îôîðìëåíèå êîíñïåêòà ïî èçó÷åííîìó
ìàòåðèàëó íå òîëüêî ïðèó÷èò ñòóäåíòà ê íåîáõîäèìîìó â ðàáîòå
ïîðÿäêó, íî è ïîçâîëèò åìó èçáåæàòü ìíîãî÷èñëåííûõ îøèáîê,
êîòîðûå ïðîèñõîäÿò èç-çà íåáðåæíûõ, áåñïîðÿäî÷íûõ çàïèñåé.

6. Âûâîäû, ïîëó÷åííûå â âèäå ôîðìóë, ðåêîìåíäóåòñÿ â êîíñ-
ïåêòå ïîä÷åðêèâàòü èëè îáâîäèòü ðàìêîé, ÷òîáû ïðè ïåðå÷èòûâà-
íèè êîíñïåêòà îíè âûäåëÿëèñü è ëó÷øå çàïîìèíàëèñü. Îïûò ïîêà-
çûâàåò, ÷òî ìíîãèì ñòóäåíòàì ïîìîãàåò â ðàáîòå ñîñòàâëåíèå ëèñ-
òà, ñîäåðæàùåãî âàæíåéøèå è íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìûå
ôîðìóëû êóðñà. Òàêîé ëèñò íå òîëüêî ïîìîãàåò çàïîìíèòü ôîðìó-
ëû, íî è ìîæåò ñëóæèòü ïîñòîÿííûì ñïðàâî÷íèêîì äëÿ ñòóäåíòà.

2. Ðåøåíèå çàäà÷

1. ×òåíèå ó÷åáíèêà äîëæíî ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåøåíèåì çàäà÷,
äëÿ ÷åãî ðåêîìåíäóåòñÿ çàâåñòè ñïåöèàëüíóþ òåòðàäü.

2. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íóæíî îáîñíîâûâàòü êàæäûé ýòàï ðå-
øåíèÿ, èñõîäÿ èç òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé êóðñà. Åñëè ñòóäåíò
âèäèò íåñêîëüêî ïóòåé ðåøåíèÿ çàäà÷è, òî îí äîëæåí ñðàâíèòü èõ
è âûáðàòü èç íèõ ñàìûé óäîáíûé. Ïîëåçíî äî íà÷àëà âû÷èñëåíèé
ñîñòàâèòü êðàòêèé ïëàí ðåøåíèÿ.

3. Ðåøåíèÿ çàäà÷ è ïðèìåðîâ ñëåäóåò çàïèñûâàòü ïîäðîáíî,
âû÷èñëåíèÿ äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ â ñòðîãîì ïîðÿäêå, ïðè ýòîì
ðåêîìåíäóåòñÿ îòäåëÿòü âñïîìîãàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ îò îñíîâ-
íûõ. Îøèáî÷íûå çàïèñè ñëåäóåò íå ñòèðàòü è çàìàçûâàòü, à çà-
÷åðêèâàòü. ×åðòåæè ìîæíî âûïîëíÿòü îò ðóêè, íî àêêóðàòíî è â
ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè óñëîâèÿìè. Åñëè ÷åðòåæ òðåáóåò îñîáî
òùàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ, íàïðèìåð ïðè ãðàôè÷åñêîé ïðîâåðêå
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïóòåì âû÷èñëåíèé, òî ñëåäóåò ïîëüçîâàòü-
ñÿ ëèíåéêîé, òðàíñïîðòèðîì, ëåêàëîì è óêàçûâàòü ìàñøòàá.

4. Ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äîëæíî äîâîäèòüñÿ äî îêîí÷àòåëü-
íîãî îòâåòà, êîòîðîãî òðåáóåò óñëîâèå, è ïî âîçìîæíîñòè â îá-
ùåì âèäå ñ âûâîäîì ôîðìóëû. Çàòåì â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ïîä-
ñòàâëÿþò ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ (åñëè òàêîâûå äàíû) âõîäÿùèõ â íåå
âåëè÷èí. Â ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ íå ñëåäóåò ââîäèòü ïðè-
áëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîðíåé, ÷èñëà π è ò.ä.
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5. Ïîëó÷åííûé îòâåò ñëåäóåò ïðîâåðÿòü ñïîñîáàìè, âûòåêàþ-
ùèìè èç ñóùåñòâà äàííîé çàäà÷è. Åñëè, íàïðèìåð, ðåøàëàñü çà-
äà÷à ñ êîíêðåòíûì ôèçè÷åñêèì èëè ãåîìåòðè÷åñêèì ñîäåðæàíè-
åì, òî ïîëåçíî ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèòü ðàçìåðíîñòü ïîëó÷åííîãî
îòâåòà. Ïîëåçíî òàêæå, åñëè âîçìîæíî, ðåøèòü çàäà÷ó íåñêîëüêè-
ìè ñïîñîáàìè è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

6. Ðåøåíèå çàäà÷ îïðåäåëåííîãî òèïà íóæíî ïðîäîëæàòü äî
ïðèîáðåòåíèÿ òâåðäûõ íàâûêîâ â èõ ðåøåíèè.

3. Ñàìîïðîâåðêà

1. Ïîñëå èçó÷åíèÿ îïðåäåëåííîé òåìû ïî ó÷åáíèêó è ðåøåíèÿ
äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ ñòóäåíòó ðåêî-
ìåíäóåòñÿ âîñïðîèçâåñòè ïî ïàìÿòè îïðåäåëåíèÿ, âûâîäû ôîðìóë,
ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ïðîâåðÿÿ ñåáÿ êàæäûé ðàç
ïî ó÷åáíèêó. Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè, ïðèâåäåííûå â íàñòîÿ-
ùåì ïîñîáèè, äîëæíû ïîìî÷ü ñòóäåíòó â òàêîì ïîâòîðåíèè, çàê-
ðåïëåíèè è ïðîâåðêå ïðî÷íîñòè óñâîåíèÿ èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà.
Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè íàäî åùå ðàç âíèìàòåëüíî ðàçîáðàòüñÿ â
ìàòåðèàëå ó÷åáíèêà, ïîðåøàòü çàäà÷è.

2. Èíîãäà íåäîñòàòî÷íîñòü óñâîåíèÿ òîãî èëè èíîãî âîïðîñà
âûÿñíÿåòñÿ òîëüêî ïðè èçó÷åíèè äàëüíåéøåãî ìàòåðèàëà. Â ýòîì
ñëó÷àå íàäî âåðíóòüñÿ íàçàä è ïîâòîðèòü ïëîõî óñâîåííûé ðàçäåë.

3. Âàæíûì êðèòåðèåì óñâîåíèÿ òåîðèè ÿâëÿåòñÿ óìåíèå ðåøàòü
çàäà÷è íà ïðîéäåííûé ìàòåðèàë. Îäíàêî çäåñü ñëåäóåò ïðåäîñòå-
ðå÷ü ñòóäåíòà îò âåñüìà ðàñïðîñòðàíåííîé îøèáêè, çàêëþ÷àþùåé-
ñÿ â òîì, ÷òî áëàãîïîëó÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ âîñïðèíèìàåòñÿ èì
êàê ïðèçíàê óñâîåíèÿ òåîðèè. ×àñòî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è
ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåõàíè÷åñêè çàó÷åííûõ ôîðì,
áåç ïîíèìàíèÿ ñóùåñòâà äåëà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî óìåíèå ðåøàòü
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì óñëîâèåì õîðî-
øåãî çíàíèÿ òåîðèè.

4. Êîíñóëüòàöèè

1. Åñëè â ïðîöåññå ðàáîòû íàä èçó÷åíèåì òåîðåòè÷åñêîãî ìà-
òåðèàëà èëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ó ñòóäåíòà âîçíèêàþò âîïðîñû,
ðàçðåøèòü êîòîðûå ñàìîñòîÿòåëüíî íå óäàåòñÿ (íåÿñíîñòü òåðìè-
íîâ, ôîðìóëèðîâîê òåîðåì, îòäåëüíûõ çàäà÷ è äð.), îí ìîæåò îá-
ðàòèòüñÿ ê ïðåïîäàâàòåëþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îò íåãî óêàçàíèé â âèäå
ïèñüìåííîé èëè óñòíîé êîíñóëüòàöèé.
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2. Â ñâîèõ çàïðîñàõ ñòóäåíò äîëæåí òî÷íî óêàçàòü, â ÷åì îí
èñïûòûâàåò çàòðóäíåíèå. Åñëè îí íå ðàçîáðàëñÿ â òåîðåòè÷åñêèõ
îáúÿñíåíèÿõ, èëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, èëè â âûâîäå ôîðìó-
ëû ïî ó÷åáíèêó, òî íóæíî óêàçàòü, êàêîé ýòî ó÷åáíèê, ãîä åãî èç-
äàíèÿ è ñòðàíèöó, ãäå ðàññìîòðåí çàòðóäíÿþùèé åãî âîïðîñ, è
÷òî èìåííî åãî çàòðóäíÿåò. Åñëè ñòóäåíò èñïûòûâàåò çàòðóäíå-
íèå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è, òî ñëåäóåò óêàçàòü õàðàêòåð ýòîãî çàò-
ðóäíåíèÿ, ïðèâåñòè ïðåäïîëàãàåìûé ïëàí ðåøåíèÿ.

3. Çà êîíñóëüòàöèåé ñëåäóåò îáðàùàòüñÿ è â ñëó÷àå, åñëè âîç-
íèêíóò ñîìíåíèÿ â ïðàâèëüíîñòè îòâåòîâ íà âîïðîñû äëÿ ñàìî-
ïðîâåðêè.

5. Êîíòðîëüíûå ðàáîòû

1. Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ ñòóäåíò äîë-
æåí âûïîëíèòü ðÿä êîíòðîëüíûõ ðàáîò, ãëàâíàÿ öåëü êîòîðûõ �
îêàçàòü ñòóäåíòó ïîìîùü â åãî ðàáîòå. Ðåöåíçèè íà ýòè ðàáîòû
ïîçâîëÿþò ñòóäåíòó ñóäèòü î ñòåïåíè óñâîåíèÿ èì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ðàçäåëà êóðñà, óêàçûâàþò íà èìåþùèåñÿ ó íåãî ïðîáåëû, íà
æåëàòåëüíîå íàïðàâëåíèå äàëüíåéøåé ðàáîòû, ïîìîãàþò ñôîðìó-
ëèðîâàòü âîïðîñû äëÿ êîíñóëüòàöèè ñ ïðåïîäàâàòåëåì (ïèñüìåí-
íîé èëè óñòíîé).

2. Íå ñëåäóåò ïðèñòóïàòü ê âûïîëíåíèþ êîíòðîëüíîãî çàäà-
íèÿ äî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà çàäà÷ ïî ìàòåðèàëó, ñî-
îòâåòñòâóþùåìó ýòîìó çàäàíèþ. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷àùå âñå-
ãî íåóìåíèå ðåøèòü òó èëè èíóþ çàäà÷ó êîíòðîëüíîãî çàäàíèÿ
âûçûâàåòñÿ òåì, ÷òî ñòóäåíò íå âûïîëíèë ýòî òðåáîâàíèå.

3. Êîíòðîëüíûå ðàáîòû äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íî. Íå ñàìîñòîÿòåëüíî âûïîëíåííàÿ ðàáîòà íå äàåò âîçìîæíîñòè
ïðåïîäàâàòåëþ-ðåöåíçåíòó óêàçàòü ñòóäåíòó íà íåäîñòàòêè â åãî
ðàáîòå, â óñâîåíèè èì ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñòó-
äåíò íå ïðèîáðåòàåò íåîáõîäèìûõ çíàíèé è ìîæåò îêàçàòüñÿ íå
ïîäãîòîâëåííûì ê óñòíîìó ýêçàìåíó è çà÷åòó.

4. Íå ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèñûëàòü â èíñòèòóò îäíîâðåìåííî íå-
ñêîëüêî êîíòðîëüíûõ çàäàíèé, ýòî íå äàåò âîçìîæíîñòè ðåöåí-
çåíòó ñâîåâðåìåííî óêàçàòü ñòóäåíòó íà äîïóñêàåìûå èì îøèáêè
è óäëèíÿåò ñðîê ðåöåíçèðîâàíèÿ ðàáîòû.

5. Ïðîðåöåíçèðîâàííûå êîíòðîëüíûå ðàáîòû âìåñòå ñî âñåìè
èñïðàâëåíèÿìè è äîïîëíåíèÿìè, ñäåëàííûìè ïî òðåáîâàíèþ ðå-
öåíçåíòà, ñëåäóåò ñîõðàíÿòü. Áåç ïðåäúÿâëåíèÿ ïðåïîäàâàòåëþ
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ïðîðåöåíçèðîâàííûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò ñòóäåíò íå äîïóñêàåòñÿ
ê ñäà÷å çà÷åòà èëè ýêçàìåíà.

6. Ðàñïðåäåëåíèå êîíòðîëüíûõ ðàáîò ïî ñåìåñòðàì óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ êàæäûì èíñòèòóòîì äëÿ ñâîèõ ñòóäåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè
ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïî ñåìåñòðàì ìàòåðèàëà è ñîîáùàåòñÿ ñòóäåí-
òàì äîïîëíèòåëüíî.

6. Ëåêöèè è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ

Âî âðåìÿ ýêçàìåíàöèîííî-ëàáîðàòîðíûõ ñåññèé äëÿ ñòóäåíòîâ-
çàî÷íèêîâ îðãàíèçóþòñÿ ëåêöèè è ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ. Îíè íî-
ñÿò ïî ïðåèìóùåñòâó îáçîðíûé õàðàêòåð. Èõ öåëü � îáðàòèòü
âíèìàíèå íà îáùóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà
êóðñà, ïîä÷åðêíóòü âàæíåéøèå ôàêòû, óêàçàòü ãëàâíûå ïðàêòè-
÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ, ôàêòû èç èñòîðèè íàóêè. Êðîìå òîãî, íà ýòèõ
çàíÿòèÿõ ìîãóò áûòü áîëåå ïîäðîáíî ðàçîáðàíû îòäåëüíûå âîï-
ðîñû êóðñà (íàïðèìåð, ìåòîäû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé è äð.);
ìîãóò áûòü òàêæå ðàññìîòðåíû îòäåëüíûå âîïðîñû ïðîãðàììû,
îòñóòñòâóþùèå èëè íåäîñòàòî÷íî ïîëíî îñâåùåííûå â ðåêîìåí-
äóåìûõ ïîñîáèÿõ.

Äëÿ ñòóäåíòîâ, èìåþùèõ âîçìîæíîñòü çàíèìàòüñÿ â ãðóïïàõ
íà ó÷åáíî-êîíñóëüòàöèîííûõ ïóíêòàõ, ëåêöèè è ïðàêòè÷åñêèå
çàíÿòèÿ ïðîâîäÿòñÿ â òå÷åíèå âñåãî ó÷åáíîãî ãîäà. Ýòè ëåêöèè è
ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ íîñÿò áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð, îä-
íàêî è îíè ïðèçâàíû îêàçàòü òîëüêî ïîìîùü ñòóäåíòó â åãî ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòå.

7. Çà÷åò è ýêçàìåí

Íà ýêçàìåíàõ è çà÷åòàõ âûÿñíÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî óñâîåíèå âñåõ
òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ ïðîãðàììû è óìåíèå ïðè-
ìåíÿòü ïîëó÷åííûå çíàíèÿ ê ðåøåíèþ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Îïðå-
äåëåíèÿ, òåîðåìû, ïðàâèëà äîëæíû ôîðìóëèðîâàòüñÿ òî÷íî è ñ
ïîíèìàíèåì ñóùåñòâà äåëà; çàäà÷è â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äîëæ-
íû ðåøàòüñÿ áåç îøèáîê è óâåðåííî; âñÿêàÿ ïèñüìåííàÿ è ãðàôè-
÷åñêàÿ ðàáîòà äîëæíà áûòü àêêóðàòíîé è ÷åòêîé. Òîëüêî ïðè âû-
ïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé çíàíèÿ ìîãóò áûòü ïðèçíàíû óäîâëåòâî-
ðÿþùèìè òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ïðîãðàììîé.

Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó ó÷åáíûé ìàòåðèàë ðåêîìåíäóåòñÿ
ïîâòîðÿòü ïî ó÷åáíèêó è êîíñïåêòó.
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ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÊÓÐÑÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Ðàçäåë I. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß,
ÂÅÊÒÎÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ, ÝËÅÌÅÍÒÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè

1. Ïðÿìîóãîëüíûå è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè; îñ-
íîâíûå çàäà÷è. Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

2. Óðàâíåíèå ëèíèè íà ïëîñêîñòè. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ëèíèè; óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðèìåðû.

3. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, îñíîâíûå çàäà÷è.
4. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà; èõ îñ-

íîâíûå ñâîéñòâà.

Îïðåäåëèòåëè è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

5. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ. Ðåøåíèå ñèñ-
òåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ è òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.

Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

6. Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå. Ñëîæåíèå è âû÷è-
òàíèå âåêòîðîâ. Óìíîæåíèå âåêòîðà íà ñêàëÿð. Ïðîåêöèè âåêòî-
ðà íà îñü. Ñèñòåìà äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò â ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðîåêöèè âåêòîðà íà îñè êîîðäèíàò. Íàïðàâëÿþùèå
êîñèíóñû âåêòîðà. Äëèíà è êîîðäèíàòû âåêòîðà. Äåéñòâèÿ íàä
âåêòîðàìè, çàäàííûìè ñâîèìè êîîðäèíàòàìè.

7. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ è åãî ñâîéñòâà; âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå; ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå òðåõ âåêòîðîâ.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â ïðîñòðàíñòâå

8. Ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû; îñíîâíûå çàäà÷è.
9. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè. Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.

Óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ëèíèé.
10. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå;

îñíîâíûå çàäà÷è.
11. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû

12. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàóññà.
13. Îïðåäåëèòåëè n-ãî ïîðÿäêà è èõ ñâîéñòâà. Ðåøåíèå ñèñòåì

ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà.
14. Ìàòðèöû.  Ñëîæåíèå  ìàòðèö;  óìíîæåíèå  ìàòðèöû  íà

÷èñëî; ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îáðàòíàÿ ìàò-
ðèöà.

15. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êâàäðàòíîé
ìàòðèöû.

16. Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü è íåçàâè-
ñèìîñòü ñèñòåì âåêòîðîâ. Áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

17. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ.

18. Òåîðåìà Êðîíåêêåðà � Êàïåëëè è åå ïðèëîæåíèå ê èññëå-
äîâàíèþ è ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

19. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû; ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå êâàä-
ðàòè÷íûå ôîðìû. Ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê äèàãîíàëü-
íîìó âèäó. Ïðèìåíåíèå ìàòðèö ê óïðîùåíèþ óðàâíåíèé êðèâûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè.

ÐÀÇÄÅË II. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

Ôóíêöèè, ïðåäåë, íåïðåðûâíîñòü

20. Ïåðåìåííûå è ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ôóíêöèè; îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ; ñïîñîáû çàäàíèÿ. Ãðàôèê ôóíêöèè è åãî ïîñòðîå-
íèå; ïðåîáðàçîâàíèå ãðàôèêîâ. Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè.

21. Ïðåäåë; îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåäåëîâ. Áåñêîíå÷íî ìàëûå è
áåñêîíå÷íî áîëüøèå. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-
äåëà äëÿ ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ìîíîòîííîé ôóíêöèè.

22. Ïðåäåëû 
x

xsin
 è xx /1)1( +  ïðè x → 0. ×èñëî å; íàòóðàëüíûå

ëîãàðèôìû.
23. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ; ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî

ìàëûå.
24. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè â òî÷êå è íà èíòåðâàëå; äåéñòâèÿ

íàä íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíûõ ñâîéñòâ
ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà çàìêíóòîì èíòåðâàëå. Òî÷êè ðàçðûâà
ôóíêöèè.
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Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé

25. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëå-
íèå ïðîèçâîäíîé; åå ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë; óðàâ-
íåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè.

26. Îñíîâíûå ïðàâèëà íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíûõ.
27. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè; åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ëèíå-

àðèçàöèÿ ôóíêöèè. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè.
28. Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ.
29. Ôóíêöèè, çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêè; èõ äèôôåðåíöèðîâàíèå.
30. Òåîðåìû Ðîëëÿ è Ëàãðàíæà.
31. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.
32. Ôîðìóëà Òåéëîðà.
33. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèé; íåîáõîäèìûå è äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ.
34. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå, äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà çàìê-
íóòîì èíòåðâàëå.

35. Âûïóêëîñòü è âîãíóòîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè; òî÷êè ïåðåãèáà.
36. Àñèìïòîòû ãðàôèêîâ ôóíêöèé: âåðòèêàëüíûå, ãîðèçîí-

òàëüíûå è íàêëîííûå.

Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

37. Ôóíêöèè äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ êàê ôóíêöèè òî÷êè. Ãåî-
ìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ
ïîâåðõíîñòåé è ëèíèé óðîâíÿ.

38. Ïðåäåë ôóíêöèé òî÷êè. Íåïðåðûâíîñòü â òî÷êå è â îáëàñòè.
×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ; ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.

39. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò ôóíêöèè; îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà ãðàäèåíòà.

40. Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ;
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïîíÿòèå î ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

41. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè.

42. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì; íåîáõîäèìîå óñëîâèå. Ìåòîä ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà.
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Ðàçäåë III. ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

43. Ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Îñ-
íîâíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Òàáëèöà îñíîâíûõ
èíòåãðàëîâ.

44. Íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå. Èíòåãðèðîâàíèå çàìå-
íîé ïåðåìåííîãî. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ïðîñòåéøèå òèïû
èíòåãðàëîâ. Èñïîëüçîâàíèå òàáëèö íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

45. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè êàê ïðåäåë èí-
òåãðàëüíîé ñóììû; ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû î åãî ñóùåñòâîâàíèè.
Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà; òåîðåìà î ñðåäíåì.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

46. Ïðîèçâîäíàÿ îò îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïî âåðõíåìó ïðå-
äåëó. Ôîðìóëà Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Ñâÿçü ìåæäó îïðåäåëåí-
íûì è íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëàìè.

47. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà; èíòåãðèðî-
âàíèå çàìåíîé ïåðåìåííîãî è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

48. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè.

Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

49. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Îïðå-
äåëåíèå è âû÷èñëåíèå îáúåìà òåëà ïî ïëîùàäÿì ïàðàëëåëüíûõ
ñå÷åíèé; îáúåì òåëà âðàùåíèÿ.

50. Îïðåäåëåíèå è âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè ïëîñêîé êðèâîé.

Äâîéíûå èíòåãðàëû

51. Çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïðèâî-
äÿùèå ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà. Äâîéíîé èíòåãðàë; ôîðìó-
ëèðîâêà òåîðåìû î åãî ñóùåñòâîâàíèè.

52. Âûðàæåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà â äåêàðòîâûõ è ïîëÿðíûõ
êîîðäèíàòàõ ÷åðåç ïîâòîðíûé èíòåãðàë.

53. Ïðèìåíåíèå äâîéíûõ èíòåãðàëîâ ê ãåîìåòðè÷åñêèì è ôè-

çè÷åñêèì çàäà÷àì. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà .
0

2
dxe x∫

∞
−
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Ðàçäåë IV. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Îáùèå ïîíÿòèÿ.
 Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

54. Çàäà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî è ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïðèâî-
äÿùèå ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Çàäà÷à Êîøè; ÷àñòíîå è îáùåå ðåøå-
íèÿ.

55. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè. Îäíîðîäíûå è ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

56. Èíòåãðèðîâàíèå íåêîòîðûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà
ïóòåì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ.

57. Îáùèå ñâåäåíèÿ î ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ.

58. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå.
Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îòûñêàíèå ÷àñòíîãî ðå-
øåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåí-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðàçäåë V. ÐßÄÛ

×èñëîâûå ðÿäû

59. ×èñëîâûå ðÿäû. Ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü. Íåîáõîäè-
ìûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè; îñíîâíûå ñâîéñòâà.

60. Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè è ðàñõîäèìîñòè ðÿäîâ
ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Îöåíêà îñòàò-
êà ðÿäà.

61. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà î ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ;
îöåíêà îñòàòêà ðÿäà.

62. Àáñîëþòíàÿ è íåàáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ. Ñâîéñòâà
àáñîëþòíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.
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Ñòåïåííûå ðÿäû

63. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä; îáëàñòü åãî ñõîäèìîñòè. Ñòåïåííîé
ðÿä. Òåîðåìà Àáåëÿ. Èíòåðâàë ñõîäèìîñòè; ðàäèóñ ñõîäèìîñòè.

64. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ñòåïåííîé ðÿä. Äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ ðàçëîæèìîñòè ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà. Ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåé-
ëîðà (Ìàêëîðåíà) ôóíêöèé: åõ, cos x, sin x, ln(1 + x), (1 + x)m.

65. Èíòåãðèðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ñòåïåííûõ ðÿäîâ.
Â ó÷åáíîì ïîñîáèè áóäóò òàêæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ñïåöè-

àëüíûå ðàçäåëû «Âûñøåé ìàòåìàòèêè».

Ðàçäåë VI. ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ
È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

66. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Ñîáûòèÿ è âåðîÿòíîñòü. Àëãåáðà ñî-
áûòèé. Êëàññè÷åñêîå è ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.
Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Òåî-
ðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ôîðìóëà ïîëíîé âå-
ðîÿòíîñòè.

67. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëå-
íèå Ïóàññîíà. Ïðîñòåéøèé ïîòîê ñîáûòèé. ×èñëîâûå õàðàêòåðè-
ñòèêè. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè äèñêðåòíûõ è íåïðåðûâíûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë.

68. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ âûáîðêè. Ñïëîøíîå è âûáîðî÷-
íîå íàáëþäåíèÿ. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè. Òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâ-
ëÿåìûå ê ñòàòèñòè÷åñêèì îöåíêàì. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè-
÷åñêèõ îöåíîê. Îöåíêà äîëè ïðèçíàêà. Òî÷å÷íûå îöåíêè äëÿ ñðåä-
íåé è äèñïåðñèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè
ñðåäíåé è äèñïåðñèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñî-
âîêóïíîñòè.

69. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç. Êðèòåðèé ïðîâåðêè. Êðè-
òè÷åñêàÿ îáëàñòü. Îáùàÿ ñõåìà ïðîâåðêè ãèïîòåçû. Ïðîâåðêà ãè-
ïîòåç îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé. Ñðàâíåíèå äèñïåðñèé äâóõ ñîâîêóï-
íîñòåé. Ñðàâíåíèå äâóõ çàâèñèìûõ âûáîðîê. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ.

70. Ýëåìåíòû òåîðèè êîððåëÿöèè. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Îòûñ-
êàíèå ïàðàìåòðîâ âûáîðî÷íîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ëèíèè ðåãðåñ-
ñèè ïî íåñãðóïïèðîâàííûì è ïî ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì. Êî-
ýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è åãî ñâîéñòâà.



15

Ðàçäåë VII.  ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

71. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå. Ýêîíîìè÷åñêèå ïðè-
ìåðû. Îáùàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè â ôîðìå óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ). Ïîíÿòèå ïëàíà, îïòè-
ìàëüíîãî ïëàíà.

72. Îñíîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ñ îãðàíè-
÷åíèÿìè â ôîðìå óðàâíåíèé) è åå ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.
Âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà ïëàíîâ. Ïîíÿòèå îïîðíîãî ïëàíà (áàçèñ-
íîãî ðåøåíèÿ). Ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà â ìíîæåñòâå ïëàíîâ.

73. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî îïîð-
íîãî ïëàíà (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ).

Áàçèñíûé ïëàí. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ áàçèñ-
íîãî  ïëàíà  (ñèìïëåêñ-ìåòîä).  Íåêîòîðûå  âàðèàíòû  ñèìïëåêñ-
ìåòîäà

74. Äâîéñòâåííûå çàäà÷è. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè
öåëåâûõ ôóíêöèé äâîéñòâåííûõ çàäà÷ (îñíîâíîå íåðàâåíñòâî äâîé-
ñòâåííîñòè). Òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè è êðèòåðèè îïòèìàëüíîñ-
òè ïëàíîâ äâîéñòâåííûõ çàäà÷.

Ýêîíîìè÷åñêàÿ  èíòåðïðåòàöèÿ  äâîéñòâåííûõ  çàäà÷.  Êðèòå-
ðèé  Êàíòîðîâè÷à  îïòèìàëüíîñòè  ïëàíà  çàäà÷è  èñïîëüçîâàíèÿ
ðåñóðñîâ.

75. Ïðîñòåéøèå ëèíåéíûå çàäà÷è ýêîíîìèêè: îñíîâíàÿ çàäà-
÷à òåêóùåãî ïðîèçâîäñòâåííîãî ïëàíèðîâàíèÿ; çàäà÷à î êîìïëåê-
ñíîì  âûïóñêå  ïðîäóêöèè;  çàäà÷à  î  ðàñïðåäåëåíèè  ïðîãðàììû
è  ñïåöèàëüíûé  ìåòîä  åå  ðåøåíèé  (ìåòîä  ðàçðåøàþùèõ  ìíî-
æèòåëåé).

76. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à â ìàòðè÷íîé è ñåòåâîé ïîñòàíîâêå.
Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.

77. Ïîíÿòèå î ðàñïðåäåëèòåëüíîé çàäà÷å.
78. Öåëî÷èñëåííîå ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå.
79. Ýëåìåíòû òåîðèè ìàòðè÷íûõ èãð.
80. Ïîíÿòèå î ãðàôàõ è ñåòåâîì ïëàíèðîâàíèè.
81. Ïîíÿòèå î âûïóêëîì ïðîãðàììèðîâàíèè.
82. Âû÷èñëèòåëüíûå     ìåòîäû     êâàäðàòè÷íîãî     ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ.
83. Ïðîñòåéøèå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Ðàçäåë 1

ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß.
ÂÅÊÒÎÐÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ.

ÝËÅÌÅÍÒÛ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÛ

1.1. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèç-
âåñòíûìè.

Ïîñòàíîâêà  çàäà÷è:  äàíà ñèñòåìà  n  ëèíåéíûõ  óðàâíåíèé  ñ  n
íåèçâåñòíûìè:










=+++

=+++
=+++
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22222121
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nnnnnn
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nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

(1.1)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîâîêóïíîñòü n çíà÷åíèé ) ...,, ,( 00
2

0
1 nxxx  òà-

êèõ, êîòîðûå áû îòîæäåñòâëÿëè îäíîâðåìåííî âñå óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìû. Òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) òðåìÿ ñïîñîáàìè: ìàòðè÷-
íûì ñïîñîáîì, ïî ôîðìóëàì Êðàìåðà è ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ íå-
èçâåñòíûõ � ìåòîäîì Ãàóññà.

1.1.1. Ìàòðè÷íûé ñïîñîá

Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöåé âèäà m · n íàçûâàåòñÿ òàáëèöà âèäà
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  2  22  21

 1  12  11
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K

. (1.2)

×èñëà aij (i = 1, 2, �, m; j = 1, 2, �, n), îáðàçóþùèå ìàòðèöó,
íàçûâàþòñÿ åå ýëåìåíòàìè.
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Îáîçíàþòñÿ ìàòðèöû áóêâàìè À, Â,  Ñ, � èëè (aij), (bkl), (cpq), � .
Ìàòðèöû âèäà n · n (÷èñëî ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ) íàçû-

âàþòñÿ êâàäðàòíûìè n-ãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè, êâàäðàòíàÿ ìàò-
ðèöà n-ãî ïîðÿäêà âèäà
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K
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K

K

íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Å. Äëÿ íåå aij = 0,
åñëè i ≠ j, è aij = 1, åñëè i = j.

Ìàòðèöû âèäà:

(à1, à2, �, àn)

íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè-ñòðîêàìè, à ìàòðèöû âèäà:

















ma

a
a

M
2

1

� ìàòðèöàìè-ñòîëáöàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû (1.2) íà ÷èñëî λ íàçû-
âàåòñÿ ìàòðèöà (λ aij).

×òîáû óìíîæèòü ìàòðèöó íà ÷èñëî λ, íàäî óìíîæèòü êàæäûé
åå ýëåìåíò íà ýòî ÷èñëî.

Íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû À (1.2) íà ìàòðèöó
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Íàïðèìåð,

.3312
536

)1()3(301)3()2(04)3(10
)1(13211)2(24112

11   4
3  21

30
1   2





−−
−=







−⋅−+⋅⋅−+−⋅⋅−+⋅
−⋅+⋅⋅+−⋅+⋅=

=



−

−



−

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö èìååò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî
ñòîëáöîâ ïåðâîé ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòîðîé ìàòðèöû.
Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íå êîììóòàòèâíî, ò.å. AB ≠ BA.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè â ìàòðèöå À ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè ñòðîêè è
ñòîëáöû: 1-é ñòîëáåö çàìåíèòü 1-é ñòðîêîé, 2-é ñòîëáåö � 2-é ñòðî-
êîé è ò.ä., òî ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå À è îáîçíà÷àåòñÿ Àò.

Íàïðèìåð, åñëè

,
30  1
015
12  3











−=A  òî .

30  1
012
15  3

ò











−=A

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû (aij) n-ãî
ïîðÿäêà, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ |aij |, det A èëè ∆ íàçûâàåòñÿ ÷èñ-
ëî, âû÷èñëÿåìîå ïî ôîðìóëå

∑
=

+−=
n

j
ij

ji
ij MaA

1

)1(det (1.3)

èëè

,)1(det
1

∑
=

+−=
n

i
ij

ji
ij MaA (1.4)

ãäå Mij � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (n � 1)-ãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìîé
èç ìàòðèöû À âû÷åðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà:
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. (1.5)
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Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû n-ãî ïî-
ðÿäêà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö (n � 1)-ãî
ïîðÿäêà, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòå-
ëè ìàòðèö (n � 2)-ãî ïîðÿäêà è ò.ä., äî îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö 2-ãî
ïîðÿäêà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

.21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa −=

Íàïðèìåð, äëÿ ìàòðèö 3-ãî ïîðÿäêà ôîðìóëà (1.3) ïðè i = 1
ïðèíèìàåò âèä

,
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

⋅+⋅−⋅=

ïî êîòîðîé è âû÷èñëÿþò îïðåäåëèòåëè ìàòðèö 3-ãî ïîðÿäêà. Ìîæ-
íî êîíå÷íî ïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèìè ôîðìóëàìè, ïîëó÷àþùèìèñÿ
èç (1.3) ïðè i = 2, 3 èëè (1.4), íî îêîí÷àòåëüíûé îòâåò áóäåò îäèí è
òîò æå.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (1.5), îáîçíà÷àåìûé Ìij

íàçûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì ìèíîðîì ýëåìåíòà àij (ñòîÿùåãî â
ïåðåñå÷åíèè âû÷åðêèâàåìîé ñòðîêè è ñòîëáöà), à ÷èñëî (�1)i+jÌij

íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà àij è îáîçíà÷à-
åòñÿ Àij, ò.å.

Àij = (�1)i + j · Mij. (1.6)

Ôîðìóëà (1.3) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòå-
ëÿ ïî i-îé ñòðîêå, à ôîðìóëà (1.4) � ðàçëîæåíèåì ïî j-îìó ñòîëá-
öó. Ó÷èòûâàÿ (1.6), ôîðìóëû (1.3, 1.4) äëÿ êðàòêîñòè çàïèñûâàþò
â âèäå

∑
=

=
n

j
ijij AaA

1

det

èëè

.det
1

∑
=

=
n

i
ijij AaA
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Ïðèìåð 1.1. Âû÷èñëèòü

.
121
223
112

−

−

Ðåøåíèå:

.58112)26(1)23(1)42(2

21
23111

23)1(12
222

121
223
112

=−+=−−⋅+−⋅++⋅=

=−⋅+⋅−−−⋅=
−

−

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå îáðàòíîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà À n-ãî ïîðÿäêà. Åñëè åå ïðî-
èçâåäåíèå íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó B n-ãî ïîðÿäêà ðàâíî åäèíè÷-
íîé ìàòðèöå Å, ò.å. À · B = E èëè B · A = E, òî ìàòðèöó Â íàçûâàþò
îáðàòíîé ê ìàòðèöå À è îáîçíà÷àþò À�1.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè À · À�1 = Å, òî À�1 · À = Å, ò.å. âçà-
èìíî îáðàòíûå ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû.

 Òåîðåìà 1. Êàæäàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà À, îïðåäåëèòåëü êî-
òîðîé ∆ ≠ 0, èìååò åäèíñòâåííóþ îáðàòíóþ ìàòðèöó À�1 = B, ýëå-
ìåíòû êîòîðîé bij íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

∆
= ji

ij

A
b .

Èç òåîðåìû âûòåêàåò ïðàâèëî: ÷òîáû íàéòè îáðàòíóþ ìàòðè-
öó ê ìàòðèöå (1.2), ãäå m = n, íàäî ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ:

1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ∆ ìàòðèöû À (∆ ≠ 0).
2. Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû À çàìåíèòü åãî àëãåáðàè÷åñêèì

äîïîëíåíèåì, ò.å. ñîñòàâèòü ìàòðèöó (Àij).
3. Òðàíñïîíèðîâàòü ìàòðèöó (Àij), ò.å. çàïèñàòü ìàòðèöó (Àji).

4. Ìàòðèöó (Àji) óìíîæèòü íà .
1

∆
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó À�1.
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Ïðèìåð 1.2. Íàéòè ìàòðèöó À�1, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

.
121
223
112












−

−

Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü äàííîé ìàòðèöû (âû÷èñëåí â ïðåäû-
äóùåì ïðèìåðå è ðàâåí 5). Ò.ê. ∆ = 5 ≠ 0, òî ìàòðèöà À èìååò îá-
ðàòíóþ ìàòðèöó À�1.

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ
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Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó (Àij) èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé

.
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311
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−−

Òðàíñïîíèðóåì  ïîëó÷åííóþ  ìàòðèöó,  ò.å.  ïåðåõîäèì  ê  ìàò-
ðèöå

.
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111
416
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−−
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Óìíîæàÿ íà ,
5

1 ïîëó÷èì îáðàòíóþ ìàòðèöó

.
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=−A (1.7)

Ïðîâåðêà.

.
100
010
001

500
050
005

5

1

724321826

1421262316218
7183128112

5

1

738
111
416

121
223
112

5

1

5

7

5

3

5

8
5

1

5

1

5

1
5

4

5

1

5

6

121
223
112











=










=

















++−+−−−+
+−−++−−−

++−+−−−+
=

=










−
−−
−−

⋅










−

−
⋅=

























−

−−

−−

⋅










−

−

Âîçâðàùàåìñÿ ê ñèñòåìå (1.1).
Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ, ò.å.

ìàòðèöà

,

21

22221

11211
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K

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñèñòåìû, à ìàòðèöà-ñòîëáåö, ñîñòàâëåííàÿ
èç âåëè÷èí b1, b2, �, bn

,
2

1



















=

nb

b
b

B
M

íàçûâàåòñÿ ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
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Ñîñòàâèì åùå ìàòðèöó-ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ

.
2

1



















=

nx

x
x

X
M

Òîãäà ñèñòåìà (1.1) â ìàòðè÷íîé ôîðìå ïðèìåò âèä

À · Õ = B. (1.8)

Åñëè det A ≠  0, òî óìíîæàÿ (1.8) íà À�1, ïîëó÷èì

Õ = À�1 · B (1.9)

Íà ýòîé ôîðìóëå îñíîâàí ìàòðè÷íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1.3. Ðåøèòü ìàòðè÷íûì ñïîñîáîì ñèñòåìó
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Ðåøåíèå. Äëÿ äàííîé ñèñòåìû
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×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (1.9), íàäî íàéòè ìàòðèöó,
îáðàòíóþ ê ìàòðèöå À. Â ïðèìåðå ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà À�1 èìå-
åò âèä (1.7). Ïîäñòàâëÿÿ â (1.9), èìååì:
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Îòâåò: x1 = 2; x2 = �1; x3 = �3.
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1.1.2. Ôîðìóëû Êðàìåðà

Ñîñòàâèì ãëàâíûé îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (1.1),  ò.å. îïðåäåëè-
òåëü èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ â äàííîé ñèñòåìå.
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aaa
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22221
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è n âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëèòåëåé

.)( 
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21

22221

11211

1

2221

1111

2

1

2222

1121

1

nnn

n

nnnn

n

n

nnnn

n

n

baa

baa
baa

x
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aba
aba

x

aab

aab
aab

x

K

LLLL

K

K

K

LLLL

K

K

K

LLLL

K

K

=∆

=∆=∆

Ýòè îïðåäåëèòåëè ñîñòàâëÿþòñÿ ïóòåì çàìåíû â ãëàâíîì îï-
ðåäåëèòåëå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà ñòîëáöîì, ñîñòîÿùèì èç
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Åñëè ∆ ≠ 0, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì
Êðàìåðà

.
)(

  ...,  ,
)(

  ,
)( 2

2
1

1 ∆
∆

=
∆

∆
=

∆
∆

= n
n

x
x

x
x

x
x

Ïðèìåð 1.4. Ðåøèòü ñèñòåìó.
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.0
58

0)(
   ;3

58
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.012662661)2(3
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45122
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)(

.174121384862)23(6163
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32
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324
245
263

)(

.584167822161136

22
34232

241
32
236

322
234
216

)(

3
3

2
2

1
1

3

2

1

==
∆

∆
===

∆
∆

===
∆

∆
=

=+−−=⋅+⋅−−⋅=

=−
−⋅+−

−⋅−−−
−−⋅=

−−
−−=∆

=−+=⋅−−⋅−⋅=

=−
−⋅−−⋅−−−

−⋅=
−−

−
−

=∆

=−−=⋅−⋅−⋅=

=−−
−−⋅−−−

−⋅−−−
−⋅=

−−−
−−

−
=∆

x
x

x
x

x
x

x

x

x

Îòâåò: x1 = 1;   x2 = 3;   x3 = 0.

1.1.3. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ
(ìåòîä Ãàóññà)

Îñíîâíàÿ åãî èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â ðàâíîñèëüíóþ åé ñèñòåìó ñïåöè-
àëüíîãî âèäà, ãäå îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû ñîäåðæèò âñå íå-
èçâåñòíûå, âòîðîå � íà îäíî íåèçâåñòíîå ìåíüøå, è ò.ä., ïîñëå-
äíåå óðàâíåíèå � ëèøü îäíî èç íåèçâåñòíûõ. Ïîêàæåì ýòî íà
ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1.5. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì
Ãàóññà.







=++
=++

=++

.3916255
,1812143

,01372

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Ðåøåíèå. Ïðèìåì çà ïåðâîå âåäóùåå óðàâíåíèå ïåðâîå óðàâíå-
íèå ñèñòåìû, à çà ïåðâîå âåäóùåå íåèçâåñòíîå � x1; ïåðâûì âåäó-
ùèì ýëåìåíòîì áóäåò à11 = 2. Èñêëþ÷èì x1 èç âòîðîãî è òðåòüåãî
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óðàâíåíèé, ïðèáàâèâ êî âòîðîìó óðàâíåíèþ âåäóùåå, óìíîæåí-

íîå  íà  �  
2

3
,  à  ê  òðåòüåìó  �  âåäóùåå,  óìíîæåííîå  íà  �  

2

5
.

Ïîëó÷èì:














=−

=−

=++

.39
2

33

2

15

,18
2

15

2

7

,01372

32

32

321

xx

xx

xxx

Ïåðâûé øàã çàêîí÷åí. Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ îáðàçóþò
ïåðâóþ ïîäñèñòåìó. Çà âòîðîå âåäóùåå óðàâíåíèå ïðèìåì âòîðîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû, à çà âòîðîå âåäóùåå íåèçâåñòíîå � x2; âòî-

ðûì âåäóùèì ýëåìåíòîì áóäåò 
2

7
. Èñêëþ÷èì x2 èç òðåòüåãî óðàâ-

íåíèÿ. Ïîëó÷èì:
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=−

=++

.
7

3

7

3

,18
2

15

2

7

,01372

3

32

321

x

xx

xxx

Âòîðîé øàã çàêîí÷åí. Âòîðàÿ ïîäñèñòåìà ñîñòîèò èç îäíîãî
òðåòüåãî óðàâíåíèÿ. Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêîí÷åí. Îáðàò-
íûì õîäîì ïîëó÷àåì:

( ) .4)]1(1337[
2

1
137

2

1

,3)1(
2

15
18

7

2

2

15
18

7

2

,1

321

32

3

−=−+⋅−=+−=

=



 −+=





 +=

−=

xxx

xx

x

Èòàê, ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû áóäåò: x1 = �4, x2 = 3, x3 = �1.
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Ïðèìåð 1.6. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ïî ìåòîäó Ãàóññà:
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2
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,193
2

15

,73
2

15
,8452

32
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32

32

321

xx
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Óðàâíåíèå 0 = �26 íå èìååò ñìûñëà, ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ñè-
ñòåìà íåñîâìåñòíà.

Çàìå÷àíèå. Íåñîâìåñòíîñòü äàííîé ñèñòåìû ìîæíî óñìîòðåòü
óæå ïîñëå ïåðâîãî øàãà:  â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ëåâûå ÷àñòè âòî-
ðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì, òîãäà êàê
ïðàâûå ÷àñòè îäèíàêîâû ïî çíàêó è ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ.

Ïðèìåð 1.7. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó ïî ìåòîäó Ãàóññà:







−=−

=−+














=+−

−=−

=−+

.73
2

15

,8452

;73
2

15

,73
2

15
,8452

32

321

32

32

321

xx

xxx

xx

xx

xxx



28

Ïîñëå âòîðîãî øàãà èç òðåõ óðàâíåíèé îñòàëîñü äâà, òàê êàê
òðåòüå óðàâíåíèå ïðèíÿëî âèä 0 = 0 è óäàëåíî èç ñèñòåìû. Â äàí-
íîì ñëó÷àå ðàíã ñèñòåìû r = 2, à ÷èñëî íåèçâåñòíûõ n = 3, ò.å. r < n.
Èç  òðåõ  óðàâíåíèé  èñõîäíîé  ñèñòåìû  òîëüêî  äâà  íåçàâèñèìûõ
(m = 3, r < m). Â ïåðâîé ïîäñèñòåìå äâà óðàâíåíèÿ, âòîðàÿ ïîäñè-
ñòåìà îòñóòñòâóåò. Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêîí÷åí. Èñêëþ-
÷àÿ òåïåðü ñ ïîìîùüþ âòîðîãî óðàâíåíèÿ x2  èç ïåðâîãî óðàâíå-
íèÿ, ïðèâåäåì ñèñòåìó ê âèäó









−=−

=−

,73
2

15

,
3

38
22

32

31

xx

xx

îòêóäà ëåãêî íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå:










+−=

+=

.
5

2

15

14

,
3

19

32

31

xx

xx

Íåèçâåñòíûå x1, x2 � áàçèñíûå, x3 � ñâîáîäíîå. Ïðèäàâàÿ
íåèçâåñòíîìó x3 ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ìîæíî ïîëó-
÷èòü ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé:

õ1 = 
3

19
,      õ2 = �

15

14
,      õ3 = 0;

õ1 = 
3

22
,      õ2 = �

15

8
,      õ3 = 1 è ò.ä.

1.1.4. Òåîðåìà Êðîíåêåðà � Êàïåëëè

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñî-
äåðæàùóþ m óðàâíåíèé è n íåèçâåñòíûõ:
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(1.10)
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Ñîñòàâèì ìàòðèöó ñèñòåìû À è ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó A ,
ïîëó÷åííóþ  ïðèñîåäèíåíèåì  ê  À  ñòîëáöà  èç  ñâîáîäíûõ  ÷ëå-
íîâ bi (i = 1, 2, �, m).

.  , 

21

222221

111211

21

22221

11211

















=
















=
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n

baaa

baaa
baaa
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aaa

A

K

LLLL
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K

K

LLLL

K

K

(1.11)

Ìàòðèöå À ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç m âåêòîðîâ

).,1  èëè    ...,,2,1(  ) ...,, ,( 21 mimiaaaa imiii === (1.12)

Âåêòîðû maaa ...,,, 21  ëèíåéíî çàâèñèìû, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,
îáðàçóþò ëèíåéíî çàâèñèìóþ ñèñòåìó, åñëè îäèí èç íèõ ëèíåéíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãèå.

Ïðèìåð 1.8. Ñèñòåìà 1a  = (1,2), 2a  = (�2,1), 3a  = (0,5) ëèíåéíî
çàâèñèìà, òàê êàê 213 2 aaa += .

Èç ñèñòåìû âåêòîðîâ (1.12) âûäåëèì ïîäñèñòåìó

,  ...,,,
21 kiii aaa (1.13)

ãäå i1, i2, �, ik � êàêèå-òî k ÷èñåë èç íàáîðà  m,1 .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäñèñòåìà (1.13) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé

ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìîé èëè áàçèñîì ñèñòåìû (1.12),
åñëè âåêòîðû (1.13) ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à ëþáîé äðóãîé âåêòîð
ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé.

Ðàíãîì ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåêòîðîâ â ëþáîì
áàçèñå ñèñòåìû.

Ïðèìåð 1.9. Â ñèñòåìå

1a  = (0,  �1,   2,1),

2a = (3,     1, �1,0),

3a  = (�6, �2,    2,0),

âåêòîðû 1a  è 2a  îáðàçóþò áàçèñ, òàê êàê èõ êîýôôèöèåíòû íå-
ïðîïîðöèîíàëüíû.  Âåêòîð 3a  = 0 · 1a  � 22a  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
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êîìáèíàöèåé 1a  è 2a . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âåêòîðû 1a , 3a   îáðàçó-
þò áàçèñ.

Òàê êàê ñèñòåìà âåêòîðîâ (1.12) îáðàçîâàíà èç ìàòðèöû À, òî
ìîæíî ãîâîðèòü î ðàíãå ìàòðèöû À, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì
ñèñòåìû (1.12).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòî-
äû. Ìû áóäåì îïðåäåëÿòü ðàíã ìàòðèöû À êàê ìàêñèìàëüíûé
ïîðÿäîê åå ìèíîðîâ, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.

Ïðèìåð 1.10. Îïðåäåëèòü ðàíã ìàòðèöû

.
3511
0122
1111












−−
−=À

Âûäåëÿåì 1-þ, 2-þ ñòðîêè, à òàêæå 2-é è 3-é ñòîëáöû, ïîëó÷à-
åì ìèíîð âòîðîãî ïîðÿäêà

.03�
1�2
11 ≠=

Âîîáùå, â ìàòðèöå À èìååòñÿ 3 · 6 = 18  ìèíîðîâ 2-ãî ïîðÿäêà.
Ìèíîðû 3-ãî ïîðÿäêà (èõ òðè) ðàâíû íóëþ:

.0
351�
01�2
111

   ,0
31�1�
022
111

   ,0
51�1�
1�22
111

===

Ðàíã èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâåí äâóì.
Ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû:
ïðè âû÷èñëåíèè ðàíãà ìàòðèöû ñëåäóåò ïåðåõîäèòü îò ìèíî-

ðîâ ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ ê ìèíîðàì áîëüøèõ ïîðÿäêîâ;
åñëè óæå íàéäåí ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîãî

îòëè÷åí îò íóëÿ, òî òðåáóþò âû÷èñëåíèÿ ëèøü ìèíîðû (k + 1)-ãî
ïîðÿäêà, îêàéìëÿþùèå ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà, åñëè âñå îíè ðàâíû
íóëþ, òî ðàíã ìàòðèöû r ðàâåí k.

Ïðèìåð 1.11. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû

.

54�47�4
131�10
24�12�1
0134�2
















=A
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Ìèíîð 2-ãî ïîðÿäêà .0212�
34�

2 ≠==d

Ìèíîð 3-ãî ïîðÿäêà, îêàéìëÿþùèé åãî

.01
1�10
12�1
34�2

3 ≠==d

Îáà ìèíîðà 4-ãî ïîðÿäêà, îêàéìëÿþùèå ìèíîð d3, ðàâíû 0:

.0

5474
1110
2121
0342

   ,0

4�47�4
31�10
4�12�1
134�2

=
−

−
−
−

=

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû À r = 3.
Âîçâðàùàåìñÿ ê ñèñòåìå (1.10). Âîïðîñ î ñîâìåñòíîñòè ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëíîñòüþ ðåøàåòñÿ òåîðåìîé Êðîíåêå-
ðà� Êàïåëëè: ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.10) òîãäà è òîëüêî

òîãäà  ñîâìåñòíà, êîãäà ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû À  ðàâåí ðàí-
ãó ìàòðèöû À.

Ïðèìåð 1.12. Ðåøèòü ñèñòåìó
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Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöû
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ÀÀ

ò.å. ðàíã ìàòðèöû À ðàâåí 2.
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Äëÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

,035
031
112
71�5

3
3 ≠−=

−
=d

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû À  ðàâåí 3.
Ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà � Êàïåëëè ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà íåñîâ-

ìåñòíà.

Ïðèìåð 1.13. Ðåøèòü ñèñòåìó







=+−−+
=+++−

=+−−+

.0895
,4343

,12

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöû
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Ìèíîð 0451
11

2 ≠==d , à âñå îñòàëüíûå ìèíîðû 3-ãî ïîðÿä-

êà åãî îêàéìëÿþùèå, êàê äëÿ ìàòðèöû À òàê è äëÿ À, ðàâíû íóëþ.
Òàê êàê ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû À è ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû À
ñîâïàäàþò è ðàâíû äâóì, òî ñèñòåìà ñîâìåñòíà. Òàê êàê ìû âçÿëè
ìèíîð  2-ãî  ïîðÿäêà,  ñîñòîÿùèé  èç  êîýôôèöèåíòîâ  ïðè  x1  è  x2

â 1-ì è 3-ì óðàâíåíèÿõ, òî ýòè íåèçâåñòíûå îñòàâëÿåì â ëåâîé ÷à-
ñòè, à íåèçâåñòíûå x3, x4  è x5 ñ÷èòàåì  ñâîáîäíûìè (êàê áû èçâåñ-
òíûìè) è ïåðåíîñèì èõ â ïðàâóþ ÷àñòü:





−+=+
−++=+

.895
,21

54321

54321
 xxxxx

  xxxxx

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñ-
òíûìè x1 è x2, íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå:

.
4

7

4

7

4

1

,
4

3

4

1

4

5

432

5431

xxx

xxxx

++−=

−−+=
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Ïîäñòàíîâêà  ýòèõ  çíà÷åíèé  â  óðàâíåíèÿ  ñèñòåìû  âìåñòî  x1

è x2 äàåò òîæäåñòâà.
Äàâàÿ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì x3, x4 è x5 ïðîèçâîëüíûå ÷èñ-

ëîâûå çíà÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñ-
òåìû. Òàê ðåøåíèÿìè íàøåé ñèñòåìû áóäóò, íàïðèìåð, âåêòîðû

1a  = (2, 5, 3, 0, 0), 2a  = (3, 5, 2, 1, �2), 




 −= 0 ,0 ,0 ,

4

1
 ,

4

5
3a  è ò.ä.

1.2. Ýëåìåíòû âåêòîðíîé àëãåáðû

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê AB  (ðèñ. 1).

Âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ óêàçàíèåì åãî íà÷àëà (ò. À) è åãî êîíöà
(ò. B), çàïèñûâàåòñÿ AB  èëè îäíîé áóêâîé, íàïðèìåð a .

Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå
äëèíû (ìîäóëè), ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ èëè íà îäíîé
ïðÿìîé è íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó.

Åñëè èçâåñòíû êîîðäèíàòû òî÷åê A (x1, y1, z1) è B (x2, y2, z2),

òî  êîîðäèíàòû  âåêòîðà  } , ,{ zyx aaaAB =  îïðåäåëÿþòñÿ  ïî  ôîð-
ìóëàì

ax = x2 � x1;   ay = y2 � y1;   az = z2 � z1. (1.14)

Êîîðäèíàòû âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ åãî ïðîåêöèÿìè íà êîîðäèíàòíûå
îñè, ïîýòîìó âåêòîð a = {ax, ay, az} ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå:

,kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= (1.15)

ãäå kji   ,  ,  � åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåíèå êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñåé ÎÕ, OY, OZ
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1

À

Â

a

•
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Ìîäóëü  âåêòîðà îáîçíà÷àåòñÿ à  è îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

.222
zyx aaaà ++= (1.16)

Åñëè âåêòîðû a  è b  çàäàíû èõ ðàçëîæåíèÿìè ïî îðòàì (åäè-
íè÷íûì âåêòîðàì) (1.14),  òî èõ ñóììà è ðàçíîñòü îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì

}.  ; ;{

)()()(

zzyyxx

zzyyxx

bababa

kbajbaibaba

+++=

=⋅±+⋅±+⋅±=±

(1.17)

Íàïîìíèì, ÷òî ñóììà âåêòîðîâ a  è b , íà÷àëà êîòîðûõ ñîâìå-
ùåíû, èçîáðàæàåòñÿ âåêòîðîì ñ òåì æå íà÷àëîì, ñîâïàäàþùèì ñ
äèàãîíàëüþ ïàðàëëåëîãðàììà, ñòîðîíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âåê-
òîðû a  è b . Ðàçíîñòü ba −  ýòèõ âåêòîðîâ èçîáðàæàåòñÿ âåêòî-
ðîì, ñîâïàäàþùèì  ñî âòîðîé äèàãîíàëüþ òîãî æå ïàðàëëåëîã-

ðàììà, ïðè÷åì ýòîò âåêòîð íàïðàâëåí èç êîíöà b  (âû÷èòàåìîãî)
â êîíåö a  (óìåíüøàåìîãî) (ðèñ. 2).

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðû, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè.

Óñëîâèåì êîëëèíåàðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ  } , ,{ = zyx aaaa  è

 } , ,{ = zyx bbbb  ÿâëÿåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü èõ êîîðäèíàò

.
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a == (1.18)

Ðèñ. 2

a

b
ba +

ba −
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Ïðîèçâåäåíèåì  âåêòîðà  a   íà  ñêàëÿðíûé  ìíîæèòåëü  m  ÿâ-
ëÿåòñÿ âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

}.  ;  ;{ zyxzyx mamamakmajmaimaam =⋅+⋅+⋅=

Âåêòîðû  a   è  am   ïàðàëëåëüíû  (êîëëèíåàðíû)  è  íàïðàâëå-
íû â îäíó ñòîðîíó, åñëè m > 0, è â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû,
åñëè m < 0.

Âåêòîð 
||0 a

a
à =  íàçûâàþò åäèíè÷íûì âåêòîðîì âåêòîðà a .

Åñëè  âåêòîð a  ñîñòàâëÿåò  óãîë  α  ñ  îñüþ  ÎÕ,  óãîë  β  ñ  îñüþ  OY
è  óãîë γ  c îñüþ OZ  (ðèñ. 3),  òî  åãî  åäèíè÷íûé  âåêòîð 0a  = {cos α;
cos β; cos γ}, à cos α, cos β, cos γ � íàçûâàþò íàïðàâëÿþùèìè
êîñèíóñàìè âåêòîðà.

Ïóñòü âåêòîð a  ñîñòàâëÿåò óãîë ϕ  ñ îñüþ u. Òîãäà ïðîåêöèÿ
âåêòîðà íà ýòó îñü îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ϕcos⋅= aanpu .

Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ íàçû-
âàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå èõ ìîäóëåé, óìíîæåííîå íà êîñèíóñ óãëà ìåæ-

äó íèìè .cos|||| ϕ⋅⋅=⋅ baba
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a  è b  ìîæíî âûðàçèòü òàê-

æå ôîðìóëîé

bnpaba a⋅=⋅ ||  èëè .|| anpbba b⋅=⋅ (1.19)

Ðèñ. 3

x

z

y

a <
γ

β

α
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Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1) abba ⋅=⋅  � êîììóòàòèâíûé çàêîí;

2) cabacba +=+⋅ )(  � äèñòðèáóòèâíûé çàêîí;

3) 22 ||0cos|||| aaaaaa =⋅⋅=⋅= , îòñþäà  ;|| 2aa =
4) åñëè a ⊥ b , òî 0=ba  è îáðàòíî;
5) åñëè  âåêòîðû  çàäàíû  êîîðäèíàòàìè:   = ,},,{ zyx aaaa

 },,{ = ,zyx bbbb  òî .zzyyxx babababa ++=⋅
Ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè:

.
 ||||

);cos(
222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba
ba

++++

⋅+⋅+⋅
=

⋅
⋅=

∧

(1.20)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ âåêòîðîâ (ñâîéñòâî 4):

0=⋅ ba , èëè  axbx + ayby + azbz = 0.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ a  è b
íàçûâàåòñÿ âåêòîð ñ  (ðèñ. 4), îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìè óñëîâè-
ÿìè:

1) ìîäóëü âåêòîðà ñ  ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìîäóëåé âåêòîðîâ a

è b , óìíîæåííîìó íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

;);(sin||||||
∧

⋅⋅= babac

Ðèñ. 4

bac ×=

a

b
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2) âåêòîð ñ  ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðàì a  è b ;

3) âåêòîðû ñba   ,  ,  îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó, òî åñòü îðèåíòè-

ðîâàíû ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó êàê îðòû . , , kji
Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àþò:

ba  ×   èëè  .][ b, a

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

1. .] ,[ ][ abb, a −=
2. .][][ ])([ c, ab, acb, a +=+
3. ,][ ])([ ])[( b, ambm, ab, am ⋅=⋅=⋅   ãäå m � ñêàëÿðíûé ìíî-

æèòåëü.

4. Åñëè ba || , òî 0][ =b, a , â ÷àñòíîñòè 0][ =a, a .

Åñëè âåêòîðû a  è b  çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè

}, , ,{  }, , ,{ zyxzyx bbbbaaaa ==   òî   .] ,[

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííî-

ãî íà âåêòîðàõ a  è b , ðàâíà ìîäóëþ èõ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

,],[
2

1
  |,],[|. baSbaSnap == ∆ (1.21)

ãäå S∆ � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a  è b .

Ïðèìåð 1.14. Íàéòè ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ }0 ;1 ;2{  è  }2 ;1 ;3{ −== ba  (ðèñ. 5).

Ðèñ. 5

a

b
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Íàéäåì 

åä.). (êâ. 5
2

3
53

2

1

.534525164|] ,[|

.}5 4; ;2{542
012
213] ,[

=⋅=

==++=

−=−+=
−

=

∆S

ba

kji
kji

ba

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a , b  è c
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âèäà:

.] ,[] ,[ cbacbañba ⋅⋅=⋅=⋅

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ìîäóëü ñìå-
øàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåí-
íîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ (ðèñ. 6).

Îáúåì ïèðàìèäû, ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ a , b , c :

.
6

1
cbaVnup ⋅⋅= (1.22)

Eñëè  âåêòîðû  a ,  b   è  c   çàäàíû  ñâîèìè  êîîðäèíàòàìè

}, , ,{ zyx aaaa =  }, , ,{ zyx bbbb =  }, , ,{ zyx ññññ =  òî

.

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

ñba =⋅⋅ (1.23)

Ðèñ. 6

c

b

a
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Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1. Ñìåøàííîå  ïðîèçâåäåíèå  íå  ìåíÿåòñÿ,  åñëè  ïåðåñòàâëÿòü

ïåðåìíîæàåìûå âåêòîðû â êðóãîâîì ïîðÿäêå

 bañañbñba ⋅⋅=⋅⋅=⋅⋅

2. Îò ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ ñìåøàííîå ïðîèçâåäå-
íèå ìåíÿåò çíàê

.cabbcacba ⋅⋅−=⋅⋅−=⋅⋅

3. Åñëè âåêòîðû  a , b  è c   êîìïëàíàðíû (òî åñòü âñå òðè âåê-
òîðà ëåæàò â îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè), òî

.0=⋅⋅ ñba

Ïðèìåð 1.15. Íàéòè îáúåì ïèðàìèäû, ïîñòðîåííîé íà âåêòî-

ðàõ .}1 ;2 ;1{  },2 ;1 ;3{  },3 ;2 ;1{ −=−== cbà

Íàéäåì ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

.åä.) (êóá.  
3

14
28

6

1

6

1

;2873)5(�2�)3(1
121
213
321

=⋅=⋅⋅=

=⋅+⋅−⋅=
−

−=⋅⋅

cbaV

ñba

nup

1.3. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

1.3.1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè

Åñëè íà ïëîñêîñòè ïðîèçâîëüíî âçÿòà äåêàðòîâà ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, òî âñÿêîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî òåêó-
ùèõ êîîðäèíàò õ è y

Ax + By + Ñ = 0, (1.24)

ãäå À è B îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ, îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ â ýòîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèåì ïåðâîé
ñòåïåíè âèäà (1.24).

Óðàâíåíèå (1.24) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé.
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×àñòíûå  ñëó÷àè  óðàâíåíèÿ  (1.24)  ïðèâåäåíû  â  ñëåäóþùåé
òàáëèöå.

Çíà÷åíèÿ Óðàâíåíèå Ïîëîæåíèå
êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîé ïðÿìîé

1 Ñ = 0 Ax + By = 0 Ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò.

2 À = 0 y = b, ãäå 
B

Ñ
b −= Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Îõ.

3 B = 0 x = a, ãäå 
À

Ñ
a −= Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Îy.

4 A = C = 0 y = 0 Ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ Îõ.

5 B = C = 0 x = 0 Ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ Îy.

Óãëîì  íàêëîíà  ïðÿìîé  ê  îñè  Îõ  íàçûâàåòñÿ  íàèìåíüøèé
óãîë ϕ, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâ-
ëåíèè îñü àáñöèññ äî åå ñîâïàäåíèÿ ñ äàííîé ïðÿìîé. Íàïðàâëå-
íèå ëþáîé ïðÿìîé õàðàêòåðèçóåòñÿ åå óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
k, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ϕ ýòîé ïðÿ-
ìîé ê îñè Îõ, ò.å.

k = tg ϕ .

Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò òîëüêî ëèøü ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ
îñè Îõ, êîòîðàÿ íå èìååò óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, èìåþùåé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k è ïåðå-
ñåêàþùåé îñü Îy â òî÷êå, îðäèíàòà êîòîðîé ðàâíà b (íà÷àëüíàÿ
îðäèíàòà), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

y = kx + b. (1.25)

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò k ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíè-
åì Ax + By + Ñ= 0, íàõîäèòñÿ êàê êîýôôèöèåíò ïðè õ â âûðà-
æåíèè ó ÷åðåç õ:

.
B

A
k −=
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Óãëîâîé  êîýôôèöèåíò  k  ïðÿìîé,  çàäàííîé  äâóìÿ  òî÷êàìè
À(xA; yA) è B(xB; yB), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

.
BA

BA
AB xx

yy
k

−
−= (1.26)

Óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà:

,1=+
b

y

a

x
(1.27)

ãäå  à  è  b  �  ñîîòâåòñòâåííî  àáñöèññà  è  îðäèíàòà  òî÷åê  ïåðå-
ñå÷åíèÿ  ïðÿìîé  ñ  îñÿìè  Îõ  è  Îy,  ò.å.  äëèíû  îòðåçêîâ,  îòñåêà-
åìûõ  ïðÿìîé  íà  êîîðäèíàòíûõ  îñÿõ,  âçÿòûå  ñ  îïðåäåëåííûìè
çíàêàìè.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó À(xA; yA) è èìåþ-
ùåé óãëîâîé êîýôôèöèåíò k, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

y � yA = k (x � xA). (1.28)

Ïó÷êîì ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïðÿìûõ ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó À � öåíòð ïó÷êà. Óðàâíå-
íèå (1.28) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå ïó÷êà ïðÿìûõ,
ïîñêîëüêó ëþáàÿ ïðÿìàÿ ïó÷êà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíû èç óðàâíå-
íèÿ (1) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà k.
Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøü îäíà ïðÿìàÿ ïó÷êà, êîòîðàÿ ïàðàë-
ëåëüíà îñè Îy � åå óðàâíåíèå õ = xA.

Óðàâíåíèå  ïðÿìîé,  ïðîõîäÿùåé  ÷åðåç  äâå  äàííûå  òî÷êè
À(xA; yA) è B(xB; yB), èìååò âèä:

.
AB

A

AB

A

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−

(1.29)

Åñëè  òî÷êè  A  è  B  îïðåäåëÿþò  ïðÿìóþ,  ïàðàëëåëüíóþ  îñè
Îõ (yA = yB) èëè îñè Îy (xA = õB), òî óðàâíåíèå òàêîé ïðÿìîé çà-
ïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî â âèäå:

y = yA   èëè   x = õA. (1.30)
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Óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîñòè èëè ñîâïàäåíèÿ äâóõ
ïðÿìûõ, çàäàííûìè ñâîèìè îáùèìè óðàâíåíèÿìè

A1x + B1y + C1 = 0   è   A2x + B2y + C2 = 0,

ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

.Ñîâïàäåíèå

.îñòüÏàðàëëåëüí

.åÏåðåñå÷åíè

ëîâèå        Óñ
ïðÿìûõ èåðàñïîëîæåí
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1
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1
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1
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À
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À

==

≠=

≠

(1.31)

Åñëè èçâåñòíû óãëîâûå êîýôôèöèåíòû k1 è k2 ïðÿìûõ, òî óñ-
ëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ ñîñòîèò â ðàâåíñòâå èõ óãëî-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ: k1 = k2.

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ, óãëîâûå êîýôôè-
öèåíòû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû k1 è k2, ñîñòîèò â âûïîë-
íåíèè ñîîòíîøåíèÿ

k1k2 + 1 = 0
èëè

,
1

2
1 k

k −= (1.32)

ò.å. óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïðÿìûõ îáðàòíû ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó.

Ïîä óãëîì ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ïîíèìàåòñÿ îäèí èç äâóõ
ñìåæíûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ïðè èõ ïåðåñå÷åíèè. Òàíãåíñ óãëà ϕ
ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, óãëîâûå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàâíû k1 è k2, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

, 
1 

tg
21

12

kk

kk

+
−±=ϕ (1.33)

ïðè÷åì  çíàê  «ïëþñ»  ñîîòâåòñòâóåò  îñòðîìó  óãëó  ϕ,  à  çíàê
«ìèíóñ» � òóïîìó.
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Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå S(a; b) è ðàäèóñîì r
èìååì âèä:

(x � a)2 + (y � b)2 = r2. (1.34)

Ýòî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè (ðèñ. 7).

Óðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî òåêóùèõ êîîðäèíàò
õ è ó ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà â ýòîì óðàâíåíèè êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ êîîðäèíàò ðàâ-
íû, à ÷ëåí ñ ïðîèçâåäåíèåì êîîðäèíàò îòñóòñòâóåò. Òàêèì îáðà-
çîì, ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:

Ax2 + Ây2 + Cx + Dy + F = 0. (1.35)

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî îêðóæíîñòü çàäàíà îáùèì óðàâíå-
íèåì.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðà è ðàäèóñà îêðóæíîñòè,
çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì, íàäî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé óðàâíåíèå (1.35) ïðèâåñòè ê âèäó (1.34).

Ýëëèïñ åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñóììà ðàññòîÿíèé
êîòîðûõ îò äâóõ ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè
ýëëèïñà, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ (2à), áîëüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå
ìåæäó ôîêóñàìè (2ñ).

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ýëëèïñà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàñïîëîæèòü
êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì: çà îñü Îx ïðèíÿòü
ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôîêóñû F1 è F2, à çà îñü Îó � ïåðïåí-

Ðèñ. 7

S(a; b)

0

r

x

y

•
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äèêóëÿð ê îñè àáñöèññ â ñåðåäèíå îòðåçêà F1F2 (ðèñ. 8). Òîãäà óðàâ-
íåíèå ýëëèïñà ïðèìåò âèä:

,1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
(1.36)

ãäå b2 = a2 � c2.

Òî÷êè À1 è À2, B1 è B2 ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ åãî îñÿìè ñèì-
ìåòðèè (êîîðäèíàòíûìè îñÿìè) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà.
Îòðåçêè À1À2 = 2à è B1B2 = 2b íàçûâàþòñÿ îñÿìè ýëëèïñà, ïðè÷åì
À1À2 � áîëüøîé îñüþ, à B1B2 � ìàëîé îñüþ, òàê êàê a > b. Òàêèì
îáðàçîì, ïàðàìåòðû a è b, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå ýëëèïñà, ðàâíû
åãî ïîëóîñÿì.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ôîêóñàìè ê åãî áîëüøîé îñè, ò.å.

.
a

c
e = (1.37)

Î÷åâèäíî, ÷òî å < 1.
Åñëè ýëëèïñ, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì âèäà (1.36), ðàñïîëî-

æåí òàê, ÷òî åãî ôîêóñû ëåæàò íà îñè Îó (ðèñ. 9), òî òîãäà b > à è
óæå áîëüøîé îñüþ áóäåò îòðåçîê B1B2 = 2b, à ìàëîé îñüþ � îòðå-
çîê À1À2 = 2à. Ýêñöåíòðèñèòåò òàêîãî ýëëèïñà âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

,
b

c
e = (1.38)

ãäå .22 abc −=

Ðèñ. 8
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Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, àáñîëþò-
íàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé êîòîðûõ îò äâóõ äàííûõ òî-
÷åê, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ (2à), ìåíü-
øàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè (2ñ).

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ðàñïîëî-
æèòü êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì: çà îñü Îõ ïðè-
íÿòü ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôîêóñû F1 è F2, à çà îñü Îó �
ïåðïåíäèêóëÿð â ñåðåäèíå îòðåçêà F1F2 (ðèñ. 10). Òîãäà óðàâíåíèå
ãèïåðáîëû ïðèìåò âèä:

,1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
(1.39)

ãäå b2 = ñ2 � à2.

Ãèïåðáîëà èìååò äâå îñè ñèììåòðèè (êîîðäèíàòíûå îñè), ñ
îäíîé èç êîòîðûõ (îñüþ àáñöèññ) îíà ïåðåñåêàåòñÿ â äâóõ òî÷êàõ
À1 è À2, íàçûâàåìûõ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû. Îòðåçîê À1À2 íàçû-
âàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ ãèïåðáîëû, à îòðåçîê B1B2 � ìíè-
ìîé îñüþ ãèïåðáîëû.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû a è b, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå ãè-
ïåðáîëû, ðàâíû åå ïîëóîñÿì.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ðàññòî-
ÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè ê åå äåéñòâèòåëüíîé îñè:

.
a

c
e = (1.40)

Î÷åâèäíî, ÷òî e > 1.

Ðèñ. 10
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Ãèïåðáîëà èìååò äâå àñèìïòîòû, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ

x
a

b
y =

è (1.41)

x
a

b
y −=

Åñëè ìíèìàÿ îñü ãèïåðáîëû íàïðàâëåíà ïî îñè Îõ è èìååò
äëèíó 2à, à äåéñòâèòåëüíàÿ îñü äëèíîé 2b íàïðàâëåíà ïî îñè Îó,
òî óðàâíåíèå ãèïåðáîëû (ðèñ. 11) èìååò âèä:

.1
2

2

2

2

=+−
b

y

a

x
(1.42)

Ýêñöåíòðèñèòåò òàêîé ãèïåðáîëû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

.
b

c
e =

Åå àñèìïòîòû òå æå, ÷òî è ó ãèïåðáîëû (1.39).
Ãèïåðáîëû (1.39) è (1.42) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè.
Ãèïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííåé, åñëè åå äåéñòâèòåëü-

íûå è ìíèìûå îñè ðàâíû, ò.å. à = b. Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ðàâíî-
ñòîðîííåé ãèïåðáîëû èìååò âèä:

x2 � y2 = à2 (1.43)
èëè

� x2 + y2 = à2.

Ðèñ. 11
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Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîóäà-
ëåííûõ îò äàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé ôîêóñîì, è äàííîé ïðÿìîé,
íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû.

Âåëè÷èíà ð, ðàâíàÿ ðàññòîÿíèþ îò ôîêóñà äî äèðåêòðèñû, íà-
çûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû; ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ôîêóñ
ïàðàáîëû   ïåðïåíäèêóëÿðíî   åå   äèðåêòðèñå,   íàçûâàåòñÿ   îñüþ,
à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû ñ åå îñüþ � âåðøèíîé ïàðàáîëû.

Ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïîëó÷àåòñÿ, åñëè êîîðäèíàò-
íàÿ ñèñòåìà ðàñïîëîæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: çà îäíó èç êîîðäè-
íàòíûõ îñåé áåðåòñÿ îñü ïàðàáîëû, à çà äðóãóþ � ïðÿìàÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ îñè ïàðàáîëû è ïðîâåäåííàÿ ïîñðåäèíå ìåæäó
ôîêóñîì è äèðåêòðèñîé.

Òîãäà óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïðèìåò âèä:

y2 = 2px (ðèñ. 12); (1.44)
y2 = �2px (ðèñ. 13); (1.45)
x2 = 2pó (ðèñ. 14); (1.46)
x2 = �2pó (ðèñ. 15). (1.47)
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Óðàâíåíèå

y = ax2 + bx + c     (a ≠ 0) (1.48)

îïðåäåëÿåò   ïàðàáîëó,   îñü   êîòîðîé   ïåðïåíäèêóëÿðíà   îñè
àáñöèññ.

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå

x = my2 + ny + p     (m ≠ 0) (1.49)

îïðåäåëÿåò    ïàðàáîëó,    îñü    êîòîðîé    ïåðïåíäèêóëÿðíà    îñè
îðäèíàò.

Óðàâíåíèÿ (1.48) è (1.49) ïðèâîäÿòñÿ ê ïðîñòåéøåìó âèäó (1.44 �
1.47) ïóòåì òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïîñëåäóþùèì ïà-
ðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 1.16. Äàíû âåðøèíû À (2; 1), Â (6; 3), C (4; 5) òðåóãîëü-
íèêà. Íàéòè: 1) äëèíó ñòîðîíû ÀÂ; 2) âíóòðåííèé óãîë À â ðàäèà-
íàõ ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01; 3) óðàâíåíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé ÷åðåç
âåðøèíó Ñ; 4) óðàâíåíèå ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé ÷åðåç âåðøèíó Ñ;
5) òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà; 6) äëèíó âûñîòû, îïó-
ùåííîé èç âåðøèíû Ñ; 7) ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäå-
ëÿþùóþ âíóòðåííþþ îáëàñòü òðåóãîëüíèêà. Ñäåëàòü ÷åðòåæ.

Ðåøåíèå.
Äåëàåì ÷åðòåæ (ðèñ. 16).

Ðèñ. 16
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1. Äëèíó ñòîðîíû ÀÂ íàõîäèì êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè À è Â.
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2. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíóòðåííåãî óãëà À íàéäåì óðàâíåíèå ïðÿ-
ìîé ÀÑ:
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 ∠À = 36°52′11″ = 0,64 ðàäèàí.

3. Óðàâíåíèå  âûñîòû,  ïðîâåäåííîé  ÷åðåç  âåðøèíó  Ñ,  èùåì
â âèäå y � yC = kCD (x � xC) è òàê êàê ÑD ⊥ ïðÿìîé ÀÂ, òî

.2
5,0

11 −=−=−=
AB

CD k
k

Òîãäà

ó � 5 = �2(õ � 4),   èëè   2õ + ó � 13 = 0,   èëè   ó = �2õ + 13.
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4. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ ìåäèàíû ÑÌ íàõîäèì êîîðäè-
íàòû òî÷êè Ì, êîòîðàÿ äåëèò ïðÿìóþ ÀÂ ïîïîëàì

.2
2

31

2
  ;4

2

62

2
=+=

+
==+=

+
= BA

M
BA

M
yy

y
xx

x

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÑÌ èùåì â âèäå:

,
0

4

3�

5
  ;

44

4

52

5
  ;

−=−
−
−=

−
−

−
−=

−
− xyxy

xx

xx

yy

yy

CM

C

CM

C

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå ìåäèàíû èìååò âèä õ = 4, ò.å. ïðÿ-
ìàÿ ÑÌ ⊥ Îõ.

5. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà íàéäåì êàê òî÷êó Ê
ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ÑD è ÂÊ.

Íàõîäèì óðàâíåíèå âûñîòû ÂÊ:

y �yB = kBK (x � xB),   èëè   ),(
1

B
AC

B xx
k

yy −−=−

èëè ),6(
2

1
3 −−=− xy   èëè   x + 2y � 12 = 0.

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðÿìûå ÑD è ÂÊ:

.0113
2.0122

,0132

=+−
⋅
−





=−+
=−+

y
yx
yx

Òîãäà 
3

11=y  è ,
3

14

3

11
212212 =⋅−=−= yx  ò.å. êîîðäèíàòû òî÷-

êè Ê áóäóò:

.
3

11
 ,

3

14







K

6. Äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû âûñîòû ÑD çàïèøåì íîðìàëüíîå
óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÂ:

,0
)2()1(

2
22

=
−+±

− yx
   èëè   .0

5

2 =
±
− yx
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Òîãäà

.
5

56

5

6

5

524

5

2
==

±
⋅−=

±
−

= CC yx
CD

7. Íàõîäèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ âíóò-
ðåííþþ îáëàñòü òðåóãîëüíèêà.

Íàéäåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ÂÑ:

,
BC

B

BC

B

xx

xx

yy

yy

−
−

=
−

−
   èëè   ,

64

6

35

3
 

−
−=

−
− xy

  èëè   x + y � 9 = 0.

Èòàê: x � 2y = 0 � óðàâíåíèå ÀÂ;
2x � y � 3 = 0 � óðàâíåíèå ÀÑ;
x + y � 9 = 0 � óðàâíåíèå BÑ.

Áåðåì ëþáóþ òî÷êó, ëåæàùóþ âíóòðè òðåóãîëüíèêà, íàïðè-
ìåð, (4; 3) è ïîäñòàâëÿåì åå êîîðäèíàòû â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé
ïðÿìûõ:

4 � 2 · 3 = �2 < 0; 2 · 4 �3 � 3 = 2 > 0; 4 + 3 � 9 = �2 < 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èìååò âèä:







<−+
>−−

<−

  .09
,032

     ,02

yx
yx
yx

Ïðèìåð 1.17. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷å-
ðåç òî÷êó À (2; �4) è îòñòîÿùåé îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿ-
íèè, ðàâíîì 2 åäèíèöàì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé èìååò âèä:

y � yA = k(x � xA),

èëè

y + 4 = k(x � 2),

èëè

kx � y � (4 + 2k) = 0. (*)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà k ýòîé ïðÿìîé âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî îíà îòñòîèò îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿ-
íèè,  ðàâíîì  2  åäèíèöàì.  Íàéäåì  ýòî  ðàññòîÿíèå  íåïîñðåä-
ñòâåííî. Óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç íà÷àëà êî-

îðäèíàò íà ïðÿìóþ kx � y � (2 + 4k) = 0, èìååò âèä ,
1

x
k

y −=

èëè x + ky = 0. Ðåøèâ ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ ýòèõ äâóõ ïðÿìûõ





=+
=+−−
               ,0

,0)42(
kyx

kykx

ïîëó÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè Ñ èõ ïåðåñå÷åíèÿ:

.
1

)2(2
  ;

1

)2(2
22 k

k
y

k

kk
x CC

+
+−=

+
+=

Îòñþäà íàõîäèì ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé l:

.
1

)2(2
1

1

)2(2

)2()2(
1

2

2

2
2

222
2

22

+

+=+
+

+=

=+++
+

=+=

k

k
k

k

k

kkk
k

yxOC CC

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ ÎÑ = 2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà k èñêî-
ìîé ïðÿìîé l:

, 12  èëè  2
1

)2(2 2

2
+=+=

+

+
k  k 

k

k

îòêóäà  
4

3−=k . Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå

4

3−=k  â óðàâíåíèå (*), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïðÿìîé:

0
4

3
24

4

3 =




 ⋅−−−− yx

èëè îêîí÷àòåëüíî,

3õ + 4ó + 10 = 0.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îòûñêèâàÿ óðàâíåíèå ïðÿìîé l â
âèäå y � yA = k(x � xA),  ìû ïðåäïîëàãàëè òåì ñàìûì, ÷òî ýòà ïðÿ-
ìàÿ íå ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò. Íî î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ õ = 2
(ïàðàëëåëüíàÿ îñè Îó) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, òàê
êàê îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó À (2; �4) è îòñòîèò îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì 2 åäèíèöàì (ðèñ. 17).

Ïðèìåð 1.18.  Ñîñòàâèòü  óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìîé  3õ + 4ó � 1 = 0 (l)  è  îòñòîÿùèõ  îò  íåå  íà  ðàññòîÿíèè
ðàâíîì 1.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå êàæäîé èç ïðÿìûõ áóäåì èñêàòü â âèäå
ó = kx + b. Òàê êàê èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé l, òî åå

óãëîâîé êîýôôèöèåíò 
4

3−=k  è, ñëåäîâàòåëüíî, åå óðàâíåíèå ïðè-

íèìàåò âèä:

bxy +−=
4

3

èëè
3õ + 4ó � 4b = 0. (*)

Äëÿ  îòûñêàíèÿ  ïàðàìåòðà  b  âîñïîëüçóåìñÿ  òåì,  ÷òî  ðàññòî-
ÿíèå  îò  ëþáîé  òî÷êè  ïðÿìîé  l,  íàïðèìåð,  îò  òî÷êè  À (3; �2)
äî  ïðÿìîé  (*)  ñîãëàñíî  óñëîâèþ  ðàâíî  1.  Íî  ýòî  ðàññòîÿíèå
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî è íåïîñðåäñòâåííî. Çàïèøåì äëÿ ýòîãî

Ðèñ. 17

Ê

02 x

y

•

•

À(2; �4)
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óðàâíåíèå ïðÿìîé h, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè À ïåðïåíäèêóëÿðíî
ïðÿìîé l:

)3(
3

4
2 −=+ xy  èëè 4õ �3ó � 18 = 0.

Ðåøèâ, äàëåå, ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ h è l





=−+
=−−

,0443
,01834

byx
yx

íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè Â èõ ïåðåñå÷åíèÿ:

.
25

5416
  ,

25

1272 −=+= b
y

b
x BB

Òîãäà èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî äëèíå îòðåçêà ÀÂ:

.
25

)416()312(

2
25

5416
3

25

1272

)()(

22

22

22

−+−
=

=




 +−+





 −+=

=−+−=

bb

bb

yyxxAB ABAB

Ïðèðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå åäèíèöå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíî-
ñèòåëüíî b:

1
25

)416()312( 22

=
−+− bb

èëè
(12b � 3)2 + (16b � 4)2 = 252

è îêîí÷àòåëüíî
2b2 � b � 3 = 0.

Ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ òàêîâû: .1  ,
2

3
21 −== bb Ïîäñòàâëÿÿ ïî-
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ëó÷åííûå çíà÷åíèÿ b â óðàâíåíèå (*), çàïèøåì óðàâíåíèÿ èñêî-
ìûõ ïðÿìûõ:

3x + 4y � 6 = 0    è    3x + 4y + 4 = 0.

Ïðèìåð 1.19.  Ñîñòàâèòü  óðàâíåíèå  ëèíèè,  ðàññòîÿíèå  êàæ-
äîé òî÷êè êîòîðîé îò òî÷êè F (8; 0) âäâîå áîëüøå, ÷åì îò ïðÿìîé
õ � 2 = 0. Ñäåëàòü ÷åðòåæ.

Ïóñòü Ì(õ; ó) � òåêóùàÿ òî÷êà ëèíèè. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
MF = 2MN.

Òîãäà

.)()2(2)0()8(

;)()(2)()(

2222

2222

yyxyx

yyxxyyxx NMNMFMFM

−+−=−+−

−+−=−+−

Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷èì

èëè 3x2 � y2 = 48, èëè .1
4816

22

=− yx

Ýòî åñòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû (ðèñ. 18).

Ðèñ. 18

0 x

y

F(8; 0)
•

2

••
N(2; y)

M(x; y)
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Ïðèìåð 1.20. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòî-
ðîé ðàâíîóäàëåíà îò òî÷êè F (0; � 4) è îò ïðÿìîé y + 2 = 0.

Ñäåëàòü ÷åðòåæ.
Åñëè M(x; y) åñòü òåêóùàÿ òî÷êà ëèíèè, òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è

MF = MN  èëè

.)()()()( 2222
FMFMNMNM yyxxyyxx −+−=−+−

Ïîäñòàâëÿÿ      êîîðäèíàòû      òî÷åê       =++− 22 )4()0( yx

22 )2()( ++−= yxx è âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

ïîëó÷àåì:

õ2 = � 4y � 12   èëè  õ2 = � 4(y + 3).

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïàðàáîëû (ðèñ. 19).

Ðèñ. 19

0

y

x

�2 •

•
•

y + 2 = 0 N( x; �2)

M( x; y)
F(0;�4)
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1.3.2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ
â ïðîñòðàíñòâå

Ïëîñêîñòü.
1. Âñÿêàÿ  ïëîñêîñòü  â  êîîðäèíàòíîì  ïðîñòðàíñòâå  OXYZ

èìååò âåêòîðíîå  óðàâíåíèå  ñëåäóþùåãî  âèäà:  .pnr =⋅   Çäåñü

kzjyixr ++=  � ðàäèóñ-âåêòîð  òåêóùåé  òî÷êè  ïëîñêîñòè

M(x, y, z); γβα coscoscos kjin ++=   � åäèíè÷íûé âåêòîð, èìåþ-
ùèé íàïðàâëåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà ïëîñêîñòü èç
íà÷àëà êîîðäèíàò, α, β, γ � óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèì ïåðïåíäè-
êóëÿðîì ñ îñÿìè êîîðäèíàò OX, OY, OZ, è ð � äëèíà ýòîãî ïåð-
ïåíäèêóëÿðà.

Ïðè  ïåðåõîäå  ê  êîîðäèíàòàì  ýòî  óðàâíåíèå  ïðèíèìàåò  âèä
xcos α + ycos β + zcos γ � p = 0 (íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè).

2. Óðàâíåíèå  âñÿêîé  ïëîñêîñòè  ìîæåò  áûòü  çàïèñàíî  òàêæå
â âèäå  Àõ + Bó +Cz + D = 0 (îáùåå óðàâíåíèå). Çäåñü À, B, C
ìîæíî  ðàññìàòðèâàòü  êàê  êîîðäèíàòû  íåêîòîðîãî  âåêòîðà

,kCjBAN ++= ι ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê ïëîñêîñòè. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ
îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè ê íîðìàëüíîìó âèäó âñå ÷ëåíû óðàâ-
íåíèÿ íàäî óìíîæèòü íà íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü

,
11

222 CBAN ++
±=±=µ

ãäå çíàê ïåðåä ðàäèêàëîì ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ñâîáîäíîãî ÷ëå-
íà D â îáùåì óðàâíåíèè ïëîñêîñòè.

3. ×àñòíûå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé
óðàâíåíèåì Àõ + Bó +Cz + D = 0:

À = 0; ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè ÎÕ;
B = 0; ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè ÎY;
C = 0; ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè ÎZ;
D = 0; ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò;
À = B = 0; ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ÎZ (ïàðàëëåëüíà

ïëîñêîñòè ÕÎY);
À = Ñ = 0; ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ÎY (ïàðàëëåëüíà

ïëîñêîñòè ÕÎZ);
B = C = 0; ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè ÎX (ïàðàëëåëüíà

ïëîñêîñòè YÎZ);
À = D = 0; ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñü ÎÕ;
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Â = D = 0; ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñü ÎY;
C = D = 0; ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç îñü ÎZ;
À = B = D = 0; ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ÕÎY (z = 0);
À = C = D = 0; ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ÕÎZ (y = 0);
B = C = D = 0; ïëîñêîñòü ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ YOZ (x = 0).
Åñëè  â  îáùåì  óðàâíåíèè  Àõ + Bó +Cz + D = 0  êîýôôèöèåíò

D ≠ 0, òî, ðàçäåëèâ âñå ÷ëåíû óðàâíåíèÿ íà  � D, ìîæíî óðàâíåíèå

ïëîñêîñòè ïðèâåñòè ê âèäó 1=++
c

z

b

y

a

x
 , ,  çäåñü

B

D
b

A

D
a −=


 −=

.

−=

C

D
c  Ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â îò-

ðåçêàõ: â íåì à � àáñöèññà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñ îñüþ
ÎÕ, b è c � ñîîòâåòñòâåííî îðäèíàòà è àïïëèêàòà òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ ïëîñêîñòè ñ îñÿìè ÎY è ÎZ.

4. Óãîë   ϕ   ìåæäó   ïëîñêîñòÿìè   À1õ  +  B1ó  + C1z  +  D1  =  0
è À2õ + B2ó +C2z + D2 = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++++

++=ϕ .

Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé:

.
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A ==

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé:

À1À2 + B1B2 + Ñ1Ñ2 = 0.

5. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì0(õ0; y0; z0) äî ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿå-
ìîé óðàâíåíèåì Àõ + Bó +Cz + D = 0, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

.  
222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
=

Îíî  ðàâíî  âçÿòîìó  ïî  àáñîëþòíîé  âåëè÷èíå  ðåçóëüòàòó
ïîäñòàíîâêè êîîðäèíàò òî÷êè â íîðìàëüíîå óðàâíåíèå ïëîñêî-
ñòè; çíàê ðåçóëüòàòà ýòîé ïîäñòàíîâêè õàðàêòåðèçóåò âçàèìíîå
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ðàñïîëîæåíèå  òî÷êè  Ì0  è  íà÷àëà  êîîðäèíàò  îòíîñèòåëüíî
äàííîé  ïëîñêîñòè:  ýòîò  çíàê  ïîëîæèòåëåí,  åñëè  òî÷êà  Ì0

è íà÷àëî  êîîðäèíàò  ðàñïîëîæåíû  ïî  ðàçíûå  ñòîðîíû  îò
ïëîñêîñòè, è îòðèöàòåëåí, åñëè îíè ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðî-
íó îò ïëîñêîñòè.

6. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ì0(õ0; y0; z0)

è  ïåðïåíäèêóëÿðíîé  ê  âåêòîðó  ,kCjBiAN ++=   èìååò  âèä
À(x � x0) + B(y � y0) + C(z � z0) = 0. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ À, Â è Ñ
ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, ïðèíàäëå-
æàùóþ ê ñâÿçêå ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó Ì0. Åãî ÷à-
ñòî ïîýòîìó íàçûâàþò óðàâíåíèåì ñâÿçêè ïëîñêîñòåé.

7. Óðàâíåíèå À1õ + B1ó +C1z + D1 + λ(À2õ + B2ó +C2z + D2) = 0
ïðè ïðîèçâîëüíîì λ îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè, îïðåäå-
ëÿåìûå óðàâíåíèÿìè

À1õ + B1ó +C1z + D1 = 0      (I)
è

À2õ + B2ó +C2z + D2 = 0     (II), ò.å.

íåêîòîðóþ  ïëîñêîñòü,  ïðèíàäëåæàùóþ  ïó÷êó  ïëîñêîñòåé,  ïðî-
õîäÿùèõ  ÷åðåç  ýòó  ïðÿìóþ  (â  ñèëó  ÷åãî  òàêîå  óðàâíåíèå  ÷àñòî
íàçûâàþò  óðàâíåíèåì  ïó÷êà  ïëîñêîñòåé).  Åñëè  ïëîñêîñòè,  îïðå-
äåëÿåìûå óðàâíåíèÿìè I è II, ïàðàëëåëüíû, òî ïó÷îê ïëîñêîñòåé
ïðåâðàùàåòñÿ â ñîâîêóïíîñòü ïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ ýòèì ïëîñ-
êîñòÿì.

8. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè çàäàííûå òî÷-

êè   ),( 11 rM   ),( 22 rM   )( 33 rM    ; ( 1111 kzjyixr ++=   ; 2222 kzjyixr ++=
), 3333 kzjyixr ++=  ïðîùå âñåãî íàéòè èç óñëîâèÿ êîìïëàíàðíîñ-

òè âåêòîðîâ  ,  ,  , 13121 rrrrrr −−−   ãäå   kzjyixr ++= � ðàäèóñ-âåêòîð
òåêóùåé òî÷êè èñêîìîé ïëîñêîñòè Ì:

  ,0)()()( 13121 =−−− rrrrrr

èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå:

.0  

131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx
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Ïðèìåð 1.21.   Ñîñòàâèòü   óðàâíåíèå   ïëîñêîñòè,   ïðîõîäÿ-
ùåé   ÷åðåç    ëèíèþ    ïåðåñå÷åíèÿ    ïëîñêîñòåé    x + y + 5z � 1 = 0,
2x + 3y � z + 2 = 0  è  ÷åðåç  òî÷êó  Ì(3, 2, 1).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ïó÷êà ïëîñêîñòåé

x + y + 5z � 1 + λ(2x +3y � z + 2) = 0.

Çíà÷åíèå λ îïðåäåëÿåì èç óñëîâèÿ, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè Ì
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýòîìó óðàâíåíèþ:

3 + 2 + 5 � 1 + λ(6 + 6 � 1 + 2) = 9 + 13λ = 0,

.
13

9−=λ

Ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå â âèäå:

0)232(
13

9
15 =+−+−−++ zyxzyx

èëè, óìíîæàÿ íà 13 è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, â âèäå:

5x + 14y �74z + 31 = 0.

Ïðèìåð  1.22.  Ñîñòàâèòü  óðàâíåíèå  ïëîñêîñòè,  ïðîõîäÿùåé
÷åðåç    ëèíèþ    ïåðåñå÷åíèÿ    ïëîñêîñòåé    x  +  3y  +  5z  �  4  =  0
è  x � y � 2z + 7 = 0  è  ïàðàëëåëüíîé  îñè îó.

Ðåøåíèå.  Âîñïîëüçóåìñÿ  óðàâíåíèåì  ïó÷êà x + 3y + 5z � 4 +
+ λ (x � y � 2z + 7) = 0,      ïðåîáðàçóåì      óðàâíåíèå      ê      âèäó
(1 + λ)õ + (3 �λ)ó + (5 � 2λ)z + (7λ � 4) = 0.

Òàê êàê èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, òî êî-
ýôôèöèåíò ïðè ó äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ, ò.å. 3 � λ = 0, λ = 3. Ïîä-
ñòàâèâ çíà÷åíèå λ â óðàâíåíèå ïó÷êà, ïîëó÷àåì

4x � z + 17 = 0.

Ïðèìåð 1.23. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè  Ì (2;   �1;   4)  è  N(3;  2;  �1)  ïåðïåíäèêóëÿðíî  ê  ïëîñêîñòè
x + y + z � 3 = 0.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïåðâóþ èç äàííûõ òî÷åê:

À(õ � 2) + B(ó + 1) + C(z � 4) = 0.
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Óñëîâèå ïðîõîæäåíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ÷åðåç âòîðóþ òî÷êó è
óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè:

À + 3Â � 5Ñ = 0,
À + Â + Ñ = 0.

Èñêëþ÷àÿ êîýôôèöèåíòû À, B è C èç ñèñòåìû óðàâíåíèé







=++
=−+

=−+++−

,0
,053

,0)4()1()2(

CBA
CBA

zCyBxA

ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå â âèäå:

0  
111
5�31

 412
  =

−+− zyx

èëè
4x � 3ó � z � 7 = 0.

Ïðèìåð 1.24. Èç òî÷êè P(2; 3; �5) íà êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè
îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç èõ îñíîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Îñíîâàíèÿìè ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà êîîð-
äèíàòíûå ïëîñêîñòè, áóäóò ñëåäóþùèå òî÷êè Ì1(2; 3; 0), Ì2(2; 0; �5),
Ì3(0; 3; �5). Íàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êè Ì1, Ì2, Ì3, äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì

;0  

131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

íàõîäèì

0   
5�02�
5�3�0

32
  =

−− zyx

èëè
15x + 10y � 6z � 60 = 0.
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Ïðèìåð   1.25.   Ñîñòàâèòü   óðàâíåíèå   ïëîñêîñòè,   ïðîõîäÿ-
ùåé   ÷åðåç   òî÷êó   Ì (2;  3;  5)   è   ïåðïåíäèêóëÿðíîé   ê   âåêòîðó

.234 kjiN ++=

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê äàííîìó
âåêòîðó:

4(õ � 2) + 3(ó � 3) + 2(z � 5) = 0,    ò.å.    4x + 3y + 2z � 27 = 0.

Ïðÿìàÿ.
1. Ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèÿìè 2-õ ïëîñêîñòåé





=+++
=+++

,0
0

2222

1111
DzCyBxÀ
DzCyBxÀ

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ýòîé ïðÿìîé.

2. Èñêëþ÷èâ ïîî÷åðåäíî õ è ó èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé, ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèÿ õ = àz + c,  ó = bz + d. Çäåñü ïðÿìàÿ îïðåäåëåíà
äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïðîåêòèðóþùèìè åå íà ïëîñêîñòè õoz è yoz.

3. Åñëè äàíû äâå òî÷êè Ì(x1, y1, z1) è N(x2, y2, z2), òî óðàâíå-
íèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèõ, áóäóò èìåòü âèä:

.
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−

=
−
−

=
−
−

4. Òàê íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ =−=−
m

yy

l

xx 11

n

zz 1−
=  îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó Ì(x1, y1, z1)

è ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó knjmilS ++= . Â ÷àñòíîñòè, ýòè óðàâíå-
íèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå:

,
coscoscos

111

γβα
zzyyxx −

=
−

=
−

ãäå α, β è γ � óãëû, îáðàçîâàííûå ïðÿìîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò.
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Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû ïðÿìîé íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

.cos  ,cos  ,cos
222222222 nml

n

nml

m

nml

l

++
=

++
=

++
= γβα

5. Îò êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé, ââîäÿ ïàðàìåòð t, íå-
òðóäíî ïåðåéòè ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðÿìîé:

.

1

1

1







+=
+=

+=

zntz
ymty

xltx

6. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè, çàäàííûìè èõ êàíîíè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè 
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx −=−=−
 è 

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx −=−=−
 îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

;cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

nmlnml

nnmmll

++⋅++

++=ϕ

óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ:

;
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l ==

ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ:

l1l2 + m1m2 + n1n2 = 0.

7. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ
ïðÿìûõ, çàäàííûõ èõ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, â îäíîé ïëîñ-
êîñòè (óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ):

.0  
 

  

222

111

121212
=

−−−

nml
nml

zzyyxx

Åñëè âåëè÷èíû l1, m1, n1 íåïðîïîðöèîíàëüíû âåëè÷èíàì l2, m2,
n2, òî óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-
íûì óñëîâèåì ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå.
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8. Óãîë ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 
n

zz

m

yy

l

xx 111 −=−=−
 ñ ïëîñêîñòüþ

Àõ + Bó + Cz + D = 0  îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

,sin
222222 nmlCBA

CnBmAl

++++

++=ϕ

óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:

Àl + Bm + Cn = 0,

óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:

.
n

C

m

B

l

À ==

9. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé =−=−
m

yy

l

xx 00

n

zz 0−
=  ñ ïëîñêîñòüþ Àõ + Bó + Cz + D = 0 íóæíî ðåøèòü ñîâìåñ-

òíî èõ óðàâíåíèÿ, äëÿ ÷åãî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé x = lt + x0,  y = mt + y0,  z = nt + z0:

à) åñëè Àl + Bm + Cn ≠ 0, òî ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü â
îäíîé òî÷êå;

á) åñëè Àl + Bm + Cn = 0 è Àõ0 + Bó0 + Cz0 + D ≠ 0, òî ïðÿìàÿ
ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè;

â) åñëè Àl + Bm + Cn = 0 è Àõ0 + Bó0 + Cz0 + D = 0, òî ïðÿìàÿ
ëåæèò â ïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 1.26. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó óðàâíåíèÿ ïðÿ-
ìîé 2õ � y + 3z � 1 = 0   è   5õ + 4y � z � 7 = 0.

Ðåøåíèå. Èñêëþ÷èâ âíà÷àëå y, à çàòåì z, ïîëó÷èì:

13õ +11z � 11 = 0    è    17õ + 11y � 22 = 0.

Åñëè ðàçðåøèì êàæäîå èç óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî õ, òî áó-
äåì èìåòü:

,
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)1(11
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)2(11

−
−=

−
−= zy

x
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1
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11
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−

zyx
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Âòîðîé ñïîñîá: íàéäåì âåêòîð ,knjmilS ++=  ïàðàëëåëüíûé
èñêîìîé ïðÿìîé. Òàê êàê îí äîëæåí áûòü ïåðïåíäèêóëÿðåí ê íîð-

ìàëüíûì  âåêòîðàì  çàäàííûõ  ïëîñêîñòåé  kjiN 321 +−=   è

,452 kjiN −+=  òî çà íåãî ìîæíî ïðèíÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ 1N   è   .2N

.131711 
145
312 21 kji
kji

NNS ++−=
−

−=×=

Òàêèì îáðàçîì, l = �11; m = 17; n = 13.
Çà òî÷êó Ì1(x1, y1, z1), ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò èñêîìàÿ ïðÿ-

ìàÿ, ìîæíî ïðèíÿòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åå ñ ëþáîé èç êîîðäèíàò-
íûõ  ïëîñêîñòåé,  íàïðèìåð  ñ  ïëîñêîñòüþ  yoz.  Òàê êàê  ïðè  ýòîì
x1 = 0, òî êîîðäèíàòû ó1 è z1 ýòîé òî÷êè îïðåäåëÿòñÿ èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé çàäàííûõ ïëîñêîñòåé, åñëè â íèõ ïîëîæèòü õ = 0:





=−−
=−+−

.074
,013

zy
zy

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì  y1 = 2;  z1 = 1.
Èòàê, èñêîìàÿ ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

13

1

17

2

11

−=−=
−

zyx
.

Ìû ïîëó÷èëè ïðåæíèé îòâåò.

Ïðèìåð 1.27. Ïîñòðîèòü ïðÿìóþ

2õ + 3y + 3z � 9 = 0,
4õ + 2y + z � 8 = 0.

Ðåøåíèå. Èñêîìóþ ïðÿìóþ ìîæíî ïîñòðîèòü êàê ëèíèþ ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé. Äëÿ ýòîãî íàïèøåì óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé,
êîòîðûìè îïðåäåëåíà ïðÿìàÿ, â îòðåçêàõ íà îñÿõ:
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335,4

=++
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zyx

zyx
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Ïîñòðîèâ äàííûå ïëîñêîñòè, ìû ïîëó÷èì èñêîìóþ ïðÿìóþ êàê
ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé (ðèñ. 20).

Ïðèìåð 1.28. Èç íà÷àëà êîîðäèíàò îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð
íà ïðÿìóþ

.
1

3

3

1

2

2 −=−=− zyx

Ðåøåíèå.  Ñîñòàâèì  óðàâíåíèå  ïëîñêîñòè,  ïðîõîäÿùåé  ÷åðåç
íà÷àëî    êîîðäèíàò    è    ïåðïåíäèêóëÿðíîé    çàäàííîé    ïðÿìîé:
2õ + 3y + z = 0. (Äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïðèíÿòü À = l; B = m;
C = n; D = 0; èñïîëüçîâàíî óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è
ïëîñêîñòè, ñì. ï. 8 ââåäåíèÿ ê íàñòîÿùåìó ðàçäåëó).

Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè è äàííîé ïðÿìîé.
Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé èìåþò âèä:

x = 2t + 2,

y = 3t + 1,

z = t + 3.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ t èìååì óðàâíåíèå:

2(2t + 2) + 3(3t + 1) + t + 3 = 0.

Ðèñ. 20

0

z

y

x
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Ñëåäîâàòåëüíî, 
7

5−=t . Êîîðäèíàòàìè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò:

,
7

4=x  ,
7

8−=y  ,
7

16=z  ò.å.  .
7

16
  ;

7

8
  ;

7

4





 −M

Îñòàåòñÿ ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà-
÷àëî êîîðäèíàò è ÷åðåç òî÷êó Ì (ñì. ï. 3 ââåäåíèÿ ê íàñòîÿùåìó
ðàçäåëó):

 

7
16

7
8

7
4

zyx =
−

=
  èëè  .

421
 

zyx =
−

=

Ïðèìåð 1.29. Â óðàâíåíèÿõ ïðÿìîé 
n

zyx =
−

=
32

 îïðåäåëèòü

ïàðàìåòð  n  òàê,  ÷òîáû  ýòà  ïðÿìàÿ  ïåðåñåêàëàñü  ñ  ïðÿìîé

,
12

5

3

1 zyx =+=+
 è íàéòè òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Ðåøåíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà n èñïîëüçóåì óñëîâèå
ïåðåñå÷åíèÿ 2-õ ïðÿìûõ:

.0  
 

  

222

111

010101
=

−−−

nml
nml

zzyyxx

Îòñþäà ñëåäóåò:

0   
 32
 123
 051

 =
− n

èëè

2n + 10 + 3 � 15n = 0,    13n = 13,    n = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ òàêîâû:

èñêîìîé:
,

132

zyx =
−

=

çàäàííîé:

.
12

5

3

1 zyx =+=+
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ
âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ õ è ó ÷åðåç z: õ = 2z, ó = �3z. Ïîä-

ñòàâëÿÿ èõ çíà÷åíèÿ â ðàâåíñòâî ,
2

5

3

1 +=+ yx
 èìååì ,

2

53

3

12 +−=+ zz

îòñþäà z = 1. Çíàÿ z, íàõîäèì õ è ó: õ = 2z = 2, y = �3z = �3.
Ñëåäîâàòåëüíî Ì(2; �3; 1).

Ïðèìåð 1.30. Ïðÿìàÿ çàäàíà êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

.
1

3

5

1

3

2

−
−=+=− zyx

Ñîñòàâèòü îáùèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé.
Ðåøåíèå. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå ñèñòåìû äâóõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé:

  

.0113
,01335  îòñþäà  ,

1

3

3

2

,
5

1

3

2














=−+
=−−

−
−=−

+=−

zx
yxzx

yx

Ïîëó÷èëè îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ òåïåðü çàäàíà
ïåðåñå÷åíèåì 2-õ ïëîñêîñòåé, îäíà èç êîòîðûõ 5õ � 3ó � 13 = 0
ïàðàëëåëüíà îñè Oz, à äðóãàÿ õ + 3z � 11 = 0 ïàðàëëåëüíà îñè Oy.

Ïðèìåð 1.31. Íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè Ì, äåëÿùåé ïîïàëàì
îòðåçîê ïðÿìîé

,
1

3

5

1

3

2

−
−=+=− zyx

çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïëîñêîñòÿìè õîz è xîy.
Ðåøåíèå. Íàéäåì òî÷êó À ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ

õîz, ïîëàãàÿ â óðàâíåíèÿõ ïðÿìîé y = 0. Òîãäà ïîëó÷èì:










=
−
−

=−

−
−==−

,
5

1

1

3

,
5

1

3

2

   èëè,
1

3

5

1

3

2
z

x
zx

îòñþäà   x = 2,6;   z = 2,8. Òîãäà À(2,6; 0; 2,8).
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Àíàëîãè÷íî, ïîëàãàÿ â óðàâíåíèÿõ ïðÿìîé z = 0, íàéäåì êî-
îðäèíàòû òî÷êè Â ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ õîy:










=+

=−

=+=−

,3
5

1

,3
3

2

èëè3
5

1

3

2
y

x
yx

îòñþäà x = 11, y = 14, èëè B(11; 14; 0).
Îïðåäåëÿåì   êîîðäèíàòû   òî÷êè Ì,   äåëÿùåé   îòðåçîê   ÀÂ

ïîïîëàì:

.4,1
2

08,2

2

;7
2

140

2

;8,6
2

116,2

2

=+=+=

=+=+=

=+=+=

BA
M

BA
M

BA
M

zz
z

yy
y

xx
x

Ñëåäîâàòåëüíî,   êîîðäèíàòû   èñêîìîé   òî÷êè  Ì   áóäóò:
Ì(6,8; 7; 1,4).

Ïðèìåð 1.32. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç ïðÿìóþ





=+++
=+++

,0434  
,06523

zyx
zyx

ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé

.
3

1

2

5

3

1

−
+=−=− zyx

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïó÷êà ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç ïåðâóþ èç äàííûõ ïðÿìûõ:

α (3x + 2y + 5z + 6) + β (x + 4y + 3z + 4) = 0,

êîòîðîå äåëèì íà α ≠ 0, è ïóñòü β /α = λ:

3x + 2y + 5z + 6 + λ(x + 4y + 3z + 4) = 0, èëè
(3 + λ)x + (2 + 4λ)y + (5 + 3λ)z + (6 + 4λ) = 0.
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Â ýòîì ïó÷êå íóæíî âûáðàòü ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ 2-é
äàííîé ïðÿìîé. Èç óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòè è ïðÿìîé,
èìååì:

3(3 + λ) + 2(2 + 4λ) � 3(5 + 3λ) = 0.

Îòñþäà λ = 1.
Ïîäñòàâëÿÿ λ = 1 â óðàâíåíèå ïó÷êà ïëîñêîñòåé, ïîëó÷èì:

(3 + 1) · x + (2 + 4 · 1)y + (5 + 3 · 1)z + (6 + 4 · 1) = 0.

Òîãäà èñêîìîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè áóäåò:

4x + 6y + 8z + 10 = 0  èëè
2x + 3y + 4z + 5 = 0.

Ïðèìåð 1.33. Äàíà ïðÿìàÿ

 
.0234 
,042�3





=−−−
=+−

zyx
zyx

Íàéòè åå ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü

5x + 2y + 2z � 7 = 0.

Ðåøåíèå. Íóæíî íàéòè ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
äàííóþ ïðÿìóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äàííîé ïëîñêîñòè; òîãäà èñ-
êîìàÿ ïðîåêöèÿ îïðåäåëèòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå ýòîé ïëîñêîñòè
ñ äàííîé.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïó÷êà ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàí-
íóþ ïðÿìóþ:

(3x � 2y � z + 4) + λ(x � 4y � 3z � 2) = 0  èëè

(3 + λ)x � (2 + 4λ)y � (1 + 3λ)z + (4 � 2λ) = 0.

Ýòà ïëîñêîñòü äîëæíà áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê äàííîé ïëîñ-
êîñòè, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü êàê:

5(3 +λ) � 2(2 + 4λ) � 2(1 + 3λ) = 0,

îòñþäà λ = 1.
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Òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ ïðÿìóþ
è ïåðïåíäèêóëÿðíîé äàííîé ïëîñêîñòè, áóäåò:

(3 + 1)x � (2 + 4 ·1)y � (1 + 3 · 1)z + (4 � 2 · 1) = 0  èëè

2x � 3y � 2z + 1 = 0.

Ïðîåêöèÿ äàííîé ïðÿìîé íà äàííóþ ïëîñêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé:

 
.07225
,0123�2





=−++
=+−

zyx
zyx

Çàïèøåì ýòó ïðÿìóþ â êàíîíè÷åñêîì âèäå. Íàéäåì íà ïðÿìîé
êàêóþ-ëèáî òî÷êó. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì, íàïðèìåð õ0 = 1, è ñèñòå-
ìà çàïèøåòñÿ â âèäå:





=+
=+

.1 
,323

00

00
zy
zy

Îòñþäà, ó0 = 1, z0 = 0, ò.å. òî÷êà Ì(1; 1; 0) ïðèíàäëåæèò èñêî-
ìîé ïðÿìîé.

Íàïðàâëÿþùèé  âåêòîð  ïðÿìîé  ) ; ;( nmlS =   íàéäåì  èç  òîãî
óñëîâèÿ,  ÷òî  îí  ïåðïåíäèêóëÿðåí  íîðìàëüíûì  âåêòîðàì

)2 ;3 ;2(1 −−=N   è )2 ;2 ;5(2 =N ïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ èñêîìóþ
ïðÿìóþ.

Â  êà÷åñòâå  S   áåðåì  âåêòîðíîå  ïðîèçâåäåíèå  âåêòîðîâ  1N

è 2N , ò.å.

).19 ;14 ;2(19142  
225
23�2 21 −−=+−−=−=×= kji
kji

NNS

Òîãäà èñêîìîå óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîì âèäå áóäåò:

.
1914

1

2

1 zyx =
−

−=
−
−
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Ðàçäåë 2

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

2.1. Ôóíêöèè, ïðåäåë, íåïðåðûâíîñòü

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ÿâëÿ-
åòñÿ ïîíÿòèå ïðåäåëà ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî À íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè y = f(x)
ïðè x → a, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî
÷èñëà ε ñóùåñòâóåò δ (ε ) > 0 òàêîå, ÷òî ïðè 0 < | x � a | < δ (ε )
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî | f(x) � A | < ε . Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò

Axf
ax

=
→

)(lim .
Ïðè âû÷èñëåíèè ïðåäåëîâ ôóíêöèé èñïîëüçóþò ñëåäóþùèå

ñâîéñòâà ïðåäåëîâ:

1. cc
ax

=
→

lim , ãäå c � const,

2. .lim ax
ax

=
→

3. .)(lim)(lim xfcxcf
axax →→

=

4. Åñëè )(lim xf
ax→

 è )(lim x
ax
ϕ

→
ñóùåñòâóþò, òî

à) ,)(lim)(lim)]()([lim xxfxxf
axaxax
ϕϕ

→→→
±=±

á) ,)(lim)(lim)()(lim xxfxxf
axaxax
ϕϕ

→→→
⋅=⋅

â) ,
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

x

xf

x

xf

ax

ax

ax ϕϕ
→

→
→

=  åñëè ,0)(lim ≠
→

x
ax
ϕ

ã) .)(lim)]([lim
)(lim

)(
x

ax

x

ax

axxfxf
ϕ

ϕ →





=

→→
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Äëÿ âñåõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé â ëþáîé òî÷êå èõ
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ  èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

),(lim)(lim afxfxf
axax

=


=
→→

òî åñòü ïðåäåë ôóíêöèè íàõîäÿò íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñòàíîâêîé
ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà.

Ïðèìåð 2.1.  .011413)143(lim 22

1
=+⋅−⋅=+−

→
xx

x

Îäíàêî ÷àñòî ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ïðåäåëó, ïðèõîäèòñÿ ïðî-
âîäèòü òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîãî âûðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 2.2. Íàéòè .
3

9
lim

2

3 −
−

→ x

x
x

Çäåñü ïðåäåë çíàìåíàòåëÿ ðàâåí íóëþ:

.0333limlim)3(lim
333

=−=−=−
→→→ xxx

xx

Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìó î ïðåäåëå ÷àñòíîãî ïðèìåíèòü íåëüçÿ.
Íî âáëèçè îò òî÷êè x0 = 3 èìååì x � 3 ≠ 0 (ïðè x ≠ 3), è ïîýòîìó
äðîáü ìîæíî ñîêðàòèòü íà x � 3, ò.å.

.3
3

92

+=
−
−

x
x

x

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x ≠ 3.
Çíà÷èò è

).3(lim
3

9
lim

3

2

3
+=

−
−

→→
x

x

x
xx

Íî òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó î ïðåäåëå ñóììû, ò.å.
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

.6333limlim)3(lim
3

9
lim

333

2

3
=+=+=+=

−
−

→→→→ xxxx
xx

x

x

Ñîîáðàæåíèÿ î âîçìîæíîñòè òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïðèìåíèìû íå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà àð-
ãóìåíò ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó x0, íî è ïðè x → ∞.
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Ïðèìåð 2.3. Íàéòè .
1

2
lim

3

3

−
+

∞→ x

xx
x

Â ýòîì ñëó÷àå íè ÷èñëèòåëü, íè çíàìåíàòåëü íå èìåþò ïðåäå-
ëà, òàê êàê îáà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþò.

Íî åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçîâàòü àíàëèòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå ïîä çíàêîì ïðåäåëà, ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà
x3,  òî ïîëó÷èì:

.2
01

02
1

1

1
2

1
lim1lim

1
lim2lim

1
1lim

1
2lim

1
1

1
2

lim
1

2
lim

3

2

3

2

3

2

3

3

=
−
+=

∞
−

∞
+

=
−

+
=

=





 −






 +

=
−

+
=

−
+

∞→∞→

∞→∞→

∞→

∞→

∞→∞→

x

x

x

x

x

x
x

xx

xx

xx

x

x

xx

Ïðèìåð 2.4.  Íàéòè  
23

132
lim

2

2

0 −−
+−

→ xx

xx
xx

  ïðè:  à) x0 = �1;  á) x0 = 1,

â) x0 = ∞.
à) Ïîäñòàâëÿåì â ïðåäåë x = x0 = �1.

.3
2

6

2)1()1(3

1)1(3)1(2

23

132
lim

2

2

2

2

1
==

−−−−
+−−−=

−−
+−

−→ xx

xx
x

á) Êàê  è  â  çàäà÷å  2.2  çäåñü  ïðåäåë  çíàìåíàòåëÿ  ðàâåí  0  ïðè
x → 1, íî â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ìîæíî âûäåëèòü ìíîæèòåëü
(x � x0) = (x � 1) è òîãäà èìååì:

.
5

1

213

112

23

12
lim

)23)(1(

)12)(1(
lim

23

132
lim

112

2

1
=

+⋅
−⋅=

+
−=

+−
−−=

−−
+−

→→→ x

x

xx

xx

xx

xx
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â) Íàéòè .
23

132
lim

2

2

−−
+−

∞→ xx

xx
x
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Åñëè âìåñòî x ïîäñòàâèòü ∞, òî èìååì îòíîøåíèå äâóõ áåñêî-

íå÷íî áîëüøèõ âåëè÷èí .






∞
∞

 Òîãäà è ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü

äåëèì íà x2:

.
3

2

003

002
21

3

13
2

21
3

13
2

lim
23

132
lim

2

2

2

2

=
−−
+−=

∞
−

∞
−

∞
+

∞
−

=
−−
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∞→∞→

xx

xx

xx

xx
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Ïðèìåð 2.5. Íàéòè .
5

21
lim

5 −
−−=

→ x

x
x

Çäåñü òàêæå èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü .
0

0
 Äëÿ ðàçðåøå-

íèÿ íåîïðåäåëåííîñòè óìíîæèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè
íà âûðàæåíèå, ñîïðÿæåííîå ÷èñëèòåëþ

.
4

1

215

1

21

1
lim

)21)(5(

41
lim

)21)(5(

)21)(21(
lim

5

21
lim

55

55

=
+−

=
+−

=
+−−

−−=

=
+−−

+−−−=
−

−−

→→

→→

xxx

x

xx

xx

x

x

xx

xx

Ïðèìåð 2.6. à) Íàéòè .
5sin

3sin
lim

0 x

x
x→

Ïðåîáðàçóåì çàäàííîå âûðàæåíèå:

.
5sin

5

3

3sin

5

3

5sin

3sin

x

x

x

x

x

x ⋅⋅=

Îáîçíà÷èì u = 3x, çàìåòèì, ÷òî ,0033limlim
00

=⋅==
→→

xu
xx

 ò.å. ïðè

x → 0 òàêæå è u → 0, ñëåäîâàòåëüíî,

.1
sin

lim
3

3sin
lim

00
==

→→ u

u

x

x
ux
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Àíàëîãè÷íî, ïîëîæèâ v = 5x, ïîëó÷èì

.1
sin

lim
5sin

5
lim

00
==

→→ v

v

x

x
vx

Ñëåäîâàòåëüíî,

.
5

3
11

5

3

5sin

5
lim

3

3sin
lim

5

3

5sin

5

3

3sin

5

3
lim

5sin

3sin
lim

00

00

=⋅⋅=




⋅





⋅=

=




 ⋅⋅=

→→

→→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

â) Íàéòè .
2

lim
0 x

xarctg
x→

Îáîçíà÷èì u = arctg 2x, òîãäà, î÷åâèäíî tgu = 2x è ïðè x → 0
èìååì u → 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

.20cos12coslim
sin

lim2

cos
sin

2lim
2

lim
2arctg

lim

00

000

=⋅⋅=⋅⋅=

=




 ⋅⋅==

→→

→→→

u
u

u

u
u

u

tgu

u

x

x

uu

uux

Ïðèìåð 2.7. Íàéòè .
13

23
lim

12 +

∞→







−
+ n

n n

n

Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ:

.
13

3
1

13

3)13(

13

23

−
+=

−
+−=

−
+

nn

n

n

n

Îáîçíà÷èì òåïåðü ,
13

3

−
=

n
x  îòêóäà 

3

11 +=
x

n  è ,
3

52
12 +=+

x
n

ïðè÷åì, ïðè n → ∞ èìååì x → 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

[ ] .01][)1(lim)1(lim

)1()1(lim)1(lim
13

23
lim

22

0

2

0

2

00

12

3
53

5
1

3
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3
52

eexx

xxx
n

n

xx
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n

n

x

xx
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 +=+=







−
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→→

→

+

→

+

∞→
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå
x = x0, åñëè îíà îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ).()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà x = x0, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè èëè ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàíè÷íîé äëÿ ýòîé îáëàñòè, íàçû-
âàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà, åñëè â íåé íàðóøàåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâ-
íîñòè.

Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè â òî÷êå ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ:

),()(lim)(lim 00
00 00

xfxfxf
xxxx

==
+→−→

ãäå f(x0 � 0) è f(x0 + 0) � îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû ôóíêöèè â òî÷êå
x0 ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà.

Åñëè ýòè ðàâåíñòâà íå âûïîëíÿþòñÿ èëè íå ñóùåñòâóåò õîòÿ
áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ, òî òî÷êà x = x0 � òî÷êà ðàç-
ðûâà ôóíêöèè, ïðè÷åì:

1) åñëè ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû, íî

f(x0 � 0) ≠ f(x0 + 0)    èëè    f(x0 � 0) = f(x0 + 0) ≠ f(x0),

òî òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà;
2) åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ f(x0 � 0) èëè f(x0 + 0) íå ñóùå-

ñòâóåò, òî òî÷êà x = x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

Ñâîéñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé

1. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ôóí-
êöèé åñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ.

2. ×àñòíîå îò äåëåíèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü ôóíê-
öèÿ íåïðåðûâíàÿ âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå äåëèòåëü íå ðàâåí 0.

3. Åñëè  u  = ϕ (x)  íåïðåðûâíà  â  òî÷êå  x = x0  è  f (u)  íåïðå-
ðûâíà â òî÷êå u = u0 = f(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ f(ϕ (x)) íåïðåðûâ-
íà â òî÷êå õ0.

4. Âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå,
â êîòîðîé îíà îïðåäåëåíà.
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Ïðèìåð 2.8. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ .
12

12

2
1

2
1

+

−=
−

−

x

x

y

Ïðè x ≠ 2 ôóíêöèè, ñòîÿùèå â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå, íåïðå-
ðûâíû, è çíàìåíàòåëü íå îáðàùàåòñÿ â 0. Ïîýòîìó ïðè õ ≠ 2 ôóí-

êöèÿ 

12

12

2

1

2

1

+

−=
−

−

x

x
y  íåïðåðûâíà. Èññëåäóåì òî÷êó õ = 2. Íàéäåì

)(lim
02

xf
x −→

 è .)(lim
02

xf
x +→

Òàê êàê −∞=
−−→ 2

1
lim

02 xx
 è, ñëåäîâàòåëüíî, ,02lim 2

1

02
=−

−→
x

x
 òî

.1

12

12
lim

2

1

2

1

02
−=

+

−

−

−

−→
x

x

x
 Äàëåå, òàê êàê +∞=

−+→ 2

1
lim

02 xx
 è, ñëåäîâàòåëü-

íî,  ,2lim 2
1

02
+∞=−

+→
x

x
  òî  ïðåîáðàçóåì  äðîáü  ;

21

21

12

12

2
1

2
1

2
1

2
1

x

x

x

x

−

−

−

−

+

−=
+

−

.1
21

21
lim

2
1

2
1

02
=

+

−

−

−

+→ x

x

x

Òàêèì    îáðàçîì,   1)(lim1)(lim
0202

=≠−=
+→−→

xfxf
xx

    è,    çíà÷èò,

â òî÷êå  õ = 2  ôóíêöèÿ  òåðïèò  ðàçðûâ  1-ãî  ðîäà.  Ñêà÷îê  ôóíê-
öèè  f(2 + 0) � f(2 � 0) = 1 � (�1) = 2.

Ïðèìåð 2.9. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè .
)5)(2(

1

−−
=

xx
y

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè õ ≠ 2 è õ ≠ 5. Íàéäåì ïðå-
äåëû â óêàçàííûõ òî÷êàõ:

.
)5)(2(

1
lim;

)5)(2(

1
lim

0202
−∞=

−−
+∞=

−− +→−→ xxxx xx
  

Ñëåäîâàòåëüíî, õ = 2 � òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.

.
)5)(2(

1
lim;

)5)(2(

1
lim

0505
+∞=

−−
−∞=

−− +→−→ xxxx xx
  

Ñëåäîâàòåëüíî, õ = 5 � òî÷êà ðàçðûâà 2-ãî ðîäà.
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Ïðèìåð 2.10. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöè







≥
<<+

≤
=

.1,
,10,1

,0,cos
)( 2

xx
xx

xx
xf

Ïîñêîëüêó  ñosx,  x2 + 1,  x  íåïðåðûâíû  âñþäó  è,  â  ÷àñòíîñ-
òè  íà  óêàçàííûõ  èíòåðâàëàõ,  òî  ôóíêöèÿ  f(x)  íåïðåðûâíà  íà
èíòåðâàëàõ (�∞, 0), (0,1), (1, +∞). Òî÷êàìè ðàçðûâà ìîãóò ÿâëÿòü-
ñÿ  òîëüêî  òî÷êè  õ = 0  è  õ = 1.  Èññëåäóåì  ýòè  òî÷êè  íà  íåïðå-

ðûâíîñòü: ;10coscoslim)(lim
0000

===
−→−→

xxf
xx

 ;1)1(lim)(lim 2

000
=+=

→+→
xxf

xx

f(0) = cos0 = 1.

Òàêèì îáðàçîì,   ,)0()(lim)(lim
0000

fxfxf
xx

==
+→−→

ñëåäîâàòåëüíî,

õ = 0 � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f (x).

1, lim)(lim  ;2)1(lim)(lim
0101

2

0101
===+=

+→+→−→−→
xxfxxf

xxxx

òî åñòü ),(lim)(lim
0101

xfxf
xx +→−→

≠  ñëåäîâàòåëüíî, õ = 1 � òî÷êà ðàç-

ðûâà 1-ãî ðîäà. Ãðàôèê ôóíêöèè







≥
<<+

≤
=

.1,
,10,1

,0,cos
2

xx
xx

xx
y

èìååò âèä (ðèñ. 21).

Ðèñ. 21

1

y

x

y 
= x

y = cos x

y 
=

 x
2  +

 1

2

1

0
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2.2. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë

Ïóñòü ôóíêöèÿ ó = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè õ0 è y0 = f(x0). Åñëè õ ïîëó÷èò íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
èëè îòðèöàòåëüíîå ïðèðàùåíèå ∆õ è ïðèìåò çíà÷åíèå õ0 + ∆õ, òî
è ôóíêöèÿ ó ïîëó÷èò íåêîòîðîå ïðèðàùåíèå ∆y = f(õ0 + ∆õ) � f(õ0).
Ñîñòàâèì îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ê ïðèðàùåíèþ àðãó-

ìåíòà .
x

ó

∆
∆

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f (x) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
â òî÷êå õ0, åñëè ñóùåñòâóåò

.
)()(

limlim 00

00 x

xfxxf

õ

ó
xx ∆

−∆+=
∆
∆

→∆→∆

Ýòîò ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f (x) â òî÷êå

õ0 è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(x0) èëè .
dx

dy

Ãåîìåòðè÷åñêè  ïðîèçâîäíàÿ  ïðåäñòàâëÿåò  ñîáîé  óãëîâîé  êî-
ýôôèöèåíò  êàñàòåëüíîé  ê  ãðàôèêó  ôóíêöèè  y  =  f (x)  â  òî÷êå
x0,  òî åñòü y = tgϕ (ðèñ. 22). Ôèçè÷åñêè ïðîèçâîäíàÿ åñòü ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå x0.

x

y

x
00

y
0

y = f(x)

ϕ

Ðèñ. 22
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Îñíîâíûå ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

Ïóñòü Ñ ïîñòîÿííàÿ, u(x), v(x) � äèôôåðåíöèðóåìûå â òî÷êå õ
ôóíêöèè.

1. C′ = 0;
2. x′ = 1;
3. (u ± v)′ = u′ ± u′;
4. (cu)′ = cu′;
5. (uv)′ = u′v + uv′;

6. , 
2v

vuvu

v

u ′−′
=

′





 v ≠ 0;

7. Åñëè y = f (u), ãäå u = u(x), (òî åñòü y = f(u(x)) � ñëîæíàÿ
ôóíêöèÿ îò õ) è ôóíêöèè f (u) è u(x) äèôôåðåíöèðóåìû, òî ïðîèç-
âîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè y = f (u(x)) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 .xux ufy ′⋅′=′

8. Åñëè  ôóíêöèÿ  àðãóìåíòà  õ  çàäàíà  ïàðàìåòðè÷åñêè

  



=
=

),(
)(

ty
tx

ψ
ϕ

 òî  

dt

dx
dt

dy

yx =′   èëè  .
t

t
x

x

y
y

′
′

=′

Îïðåäåëåíèå. Äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ
ãëàâíàÿ ÷àñòü åå ïðèðàùåíèÿ, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ
àðãóìåíòà, òî åñòü, åñëè ∆y = f ′(x)∆x + α(∆x) · ∆x, ãäå α(∆x) → 0 �
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè ∆x → 0, òî äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè dy = f ′(x)dx.

Äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîãî àðãóìåíòà ðàâåí ïðèðàùåíèþ àð-
ãóìåíòà, òî åñòü dx = ∆x. Ñëåäîâàòåëüíî, dy = f ′ (x) · dx.

Åñëè ∆x ìàëî, òî ∆y ≈ dy, è, ñëåäîâàòåëüíî,  f(x + ∆x) ≈ f (x) + dy =
= f(x) + f ′(x)dx (ôîðìóëà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ
äèôôåðåíöèàëà).

Ïðèìåð 2.11. Íàéòè ïðîèçâîäíûå äàííûõ ôóíêöèé:

à) ;
43

63
2xx

x
y

+−

+=
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á) y = sin2(x cosx3);

â) ;ln3 xxy =

ã) y = x�tgx;

ä) x3 + y3 � 3xy = 0.

Ðåøåíèÿ:
à) ïðèìåíèì òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé ÷àñòíîãî:

;
43)43(
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+==′

−

á) ïðèìåíèì òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé ïðîèçâåäåíèÿ è ïðîèç-
âîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè:

);3sin)(coscos(2sin

))(sin)(coscos(2sin

))(coscos()cos(2sin

)cos()coscos()cossin(2

))cos(sin()cossin(2

2333
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â)
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1

(ln)ln(
3

1
))(lnln()ln(

3

1

)ln()ln(
3

1
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3
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3
2

3
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3
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xxxxxxxxxx

xxxxxxy
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ã) ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà:

,lntgln;lnln tg xxyxy x ⋅−== −

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ó ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò õ, íàéäåì ïðîèçâîäíûå îáå-

èõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà: .)lntg()(ln ′⋅−=′ xxy

;
tg 

cos

lntg 

cos

ln

 ;
1

tgln
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1

2
tg

2

2
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 +−=′

⋅−⋅−=
′

−

x

x

x

x
x

x

x

x

x
yy

x
xx

xy

y

x

ä) ôóíêöèÿ  çàäàíà  íåÿâíî.  Äëÿ  òîãî,  ÷òîáû  íàéòè  y ′,  ïðî-
äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî õ, ñ÷èòàÿ ó ôóíêöèåé îò
x(y = y(x)), à çàòåì ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y ′:

(x3 + y3 � 3yx)′ = 0′;    3x2 + 3y2y ′ � 3(y + xy ′) = 0;

y ′(3y2 � 3x) = 3y � 3x2;
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Ïðèìåð 2.12. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèé:
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Ïðèìåð 2.13. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèé:
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Äèôôåðåíöèðóåì
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Ïðèìåð 2.14. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèé:

à) .21tgarc 3 xy −=  Äèôôåðåíöèðóåì
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Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Åñëè  ïðè  ïðÿìîëèíåéíîì  äâèæåíèè  òî÷êè  çàäàí  çàêîí
äâèæåíèÿ S = s(t), òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â ìîìåíò t0 åñòü ïðîèç-
âîäíàÿ ïóòè ïî âðåìåíè:

v = s ′ (t0).

Ïðèìåð 2.15.  Êàêîé  óãîë  îáðàçóåò  ñ  îñüþ  àáñöèññ  êàñàòåëü-
íàÿ ê êðèâîé  y = x3 + 4x2, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå Ì0 (1; 5). Íàïèñàòü
óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è íîðìàëè, ïðîâåäåííûõ ê êðèâîé â äàí-
íîé òî÷êå.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà êàñàòåëüíîé íàõî-
äèì ïðîèçâîäíóþ îò çàäàííîé ôóíêöèè:

f ′ (x) = 3x2 + 8x.

Äàëåå  îïðåäåëÿåì  ÷èñëåííîå  çíà÷åíèå  ïðîèçâîäíîé  â  òî÷êå
Ì0 (1; 5),  äëÿ  ýòîãî  ïîäñòàâëÿåì  â  âûðàæåíèå  ïðîèçâîäíîé
x = 1:

f ′ (1) = 3(1)2 + 8(1) = 11.

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïðè x = 1 è äàåò èñêîìûé óãëîâîé êî-
ýôôèöèåíò k = 11, ò.å. tg α = 11, îòêóäà α = arc tg (11) ≈ 84°50′.

Äëÿ   ñîñòàâëåíèÿ   óðàâíåíèÿ   êàñàòåëüíîé   èñïîëüçóåì   ôîð-
ìóëó y � y0 = f ′ (x0)(x � x0):

y � 5 = 11(x � 1)     èëè     11x � y � 6 = 0.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ íîðìàëè ïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

:)(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=−

)1(
11

1
5 −−=− xy    èëè    x + 11y � 56 = 0.

Ïðèìåð 2.16. Îïðåäåëèòü, ïîä êàêèì óãëîì êðèâàÿ 
21

1

x

x
y

+
−=

ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ.

Íàõîäèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé 
21

1

x

x
y

+
−=  ñ îñüþ OX, óðàâ-

íåíèå êîòîðîé ó = 0, ò.å. ðåøàåì ñèñòåìó:
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îòêóäà ïîëó÷àåì õ = 1.
Ïîä  óãëîì  äàííîé  êðèâîé  ñ  îñüþ  OX  ïîíèìàåòñÿ  óãîë,  êî-

òîðûé êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå õ = 1 îáðàçóåò ñ îñüþ



87

àáñöèññ. Íàéäåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â
òî÷êå õ = 1:
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Ïðèìåð   2.17.    Ïîä    êàêèì    óãëîì    ïåðåñåêàþòñÿ    ïàðàáîëû
y = �4 + 6x � x2  è  y = (x � 2)2?

Ðåøàÿ ñîâìåñòíî óðàâíåíèÿ ïàðàáîë, íàõîäèì àáñöèññû èõ
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ:
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Îïðåäåëÿåì, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîë, ñîîòâåòñòâóþùèå
íàéäåííûì àáñöèññàì � ýòî òî÷êè À(1; 1) è B(4; 4) (ðèñ. 23).

õ = 1 õ = 1

Ðèñ. 23
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ϕ1
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Íàõîäèì óãëîâûå êîýôôèöèåíòû êàñàòåëüíûõ ê ïàðàáîëàì â
òî÷êå À:
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Âû÷èñëÿåì òàíãåíñ óãëà ìåæäó êàñàòåëüíûìè:
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Òàêæå îïðåäåëÿåì óãîë ìåæäó êðèâûìè â òî÷êå Â:

.
7

6
tg arc

,
7

6

241

24
tg

,4)2(2

,226

2

2

42

41






−=

−=
⋅−

+=

=−=

−=−=

=

=

ϕ

ϕ

x

x

xk

xk

Ïðèìåð 2.18. Â êàêîé òî÷êå ïàðàáîëû xy 18=  îðäèíàòà âîç-

ðàñòàåò âäâîå áûñòðåå, ÷åì àáñöèññà?
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îò çàäàííîé ôóíêöèè:
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xx
xy ==

′
=′

Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ îð-
äèíàòû (ôóíêöèè) ïî ñðàâíåíèþ ñ âîçðàñòàíèåì àðãóìåíòà, òî èç
óñëîâèÿ çàäà÷è èìååì:

,2
2

3 =
x

îòñþäà 
8

9=x  � àáñöèññà èñêîìîé òî÷êè.

À îðäèíàòà íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ .
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9 == yx
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Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà (èëè âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé) îò ôóíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò åå ïðî-
èçâîäíîé, ò.å. y″ = (y′)′.

Îáîçíà÷àåòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ òàê:

y″   èëè   ,
2

2

dx

yd
  èëè   f ″(x).

Åñëè s = f (t) � çàêîí ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ òî÷êè, òî 2

2

dt

sd

åñòü óñêîðåíèå ýòîãî äâèæåíèÿ. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîäíàÿ òðåòüåãî
ïîðÿäêà ôóíêöèè y = f (x) åñòü ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé âòî-
ðîãî ïîðÿäêà y′″ = (y″)′.

Âîîáùå, ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè y = f (x) íàçû-
âàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé (n � 1)-ãî ïîðÿäêà:

)( )1()( ′= −nn yy .

Äëÿ n-îé ïðîèçâîäíîé óïîòðåáëÿþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

y(n)   èëè   ,
n

n

dx

yd
   èëè   f (n)(x).

Ïðîèçâîäíûå  âûñøèõ  ïîðÿäêîâ  (âòîðàÿ,  òðåòüÿ  è  ò.ä.)  âû-
÷èñëÿþòñÿ   ïîñëåäîâàòåëüíûì   äèôôåðåíöèðîâàíèåì  äàííîé
ôóíêöèè.

Ïðèìåð 2.19. y = (arc tg x). Íàéòè ó″.
Íàõîäèì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ:

.
1

1
2x

y
+

=′

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, ñëåäîâàòåëüíî:
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Ïðèìåð 2.20. Íàéòè y′″(3), åñëè f (x) = (2x � 3)5.
Íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâóþ, âòîðóþ è òðåòüþ ïðîèçâîäíûå:

f ′(x) = [(2x � 3)5]′ = 5(2x � 3)4 · 2 = 10(2x � 3)4,
f ′′(x) = 10 · 4(2x � 3)3 · 2 = 80(2x � 3)3,

f ′′′(x) = 80 · 3 · (2x � 3)2 · 2 = 480(2x � 3)2.

Ïîäñòàâëÿÿ â òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ çíà÷åíèå õ = 3, ïîëó÷èì:

f ′′′(3) = 480(2 · 3 � 3)2 = 4320.

Ïðèìåð 2.21. Íàéòè y′′′′îò ôóíêöèè y = sin2x.
Íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâóþ, âòîðóþ, òðåòüþ è ÷åòâåð-

òóþ ïðîèçâîäíûå:

y′ = 2cos2x,
y′′ = �4sin2x,
y′′′ = �8cos2x,
y′′′′ = 16sin2x.

Ïðèìåð 2.22. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = å2õ · sin5x óäîâëåòâî-
ðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

y′′ � 4y′ + 29y = 0.

Íàéäåì    ïåðâóþ    è    âòîðóþ    ïðîèçâîäíûå    îò    ôóíêöèè
y = å2õ · sin5x:

y′ = 2å2õ · sin5x + 5å2õ · cos5x,
y′′ = 2(2å2õ · sin5x + 5å2õ · cos5x) + 5(2å2õ · cos5x � 5å2õ · sin5x) =

= 20å2õ · cos5x � 21å2õ · sin5x.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ y′ è y′′ â äàííîå óðàâíå-
íèå è ïîëó÷èì òîæäåñòâî:

20å2õ · cos5x � 21å2õ · sin5x � 4(2å2õ · sin5x + 5å2õ · cos5x) +

+ 29 · e2x · sin5x = 0, 0 = 0.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå. Åñëè çàâèñèìîñòü ó îò x çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì
ñîîòíîøåíèÿ  F(x, y)  =  0,  ãäå  F(x, y)  �  âûðàæåíèå,  ñîäåðæàùåå
x  è  ó,  òî  ó  íàçûâàåòñÿ  íåÿâíîé  ôóíêöèåé  îò  x.  Äëÿ  îïðåäåëå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé îò íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè íóæíî îáå ÷àñ-
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òè óðàâíåíèÿ F(x, y) = 0 ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî x, ðàññìàòðè-
âàÿ  y  êàê  ôóíêöèþ  îò  x,  à  çàòåì  èç  ïîëó÷åííîãî  ðàâåíñòâà
âûðàçèòü y′.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ y′′ íóæíî àíàëîãè÷íî óðàâíåíèå F(x, y) = 0
äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî õ è èñêëþ÷èòü y′.

Ïðèìåð 2.23. x4 � 6x2y3 + 15y2 � 100 = 0. Íàéòè y′.
Äèôôåðåíöèðóåì çàäàííîå ñîîòíîøåíèå, ðàññìàòðèâàÿ ïðè

ýòîì ó êàê ôóíêöèþ îò õ

4x3 � 6(2xy3 + x2 · 3y2 · y ′) + 15 · 2y · y ′ = 0.

(çäåñü, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ñëàãàåìîãî 6x2y3 èñïîëüçîâàíî
ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ).

Ðåøàåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′:

4x3 � 12xy3 � 18x2y2y′ + 30yy′ = 0,

y′(15y � 9x2y2) = 6xy3 � 2x3,

.
915

26
22

33

yxy

xxy
y

−
−=′

Ïðèìåð 2.24. arc tg(x + y) = x. Íàéòè y′′.
Äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè çàäàííîãî ñîîòíîøåíèÿ è îïðåäå-

ëÿåì çàòåì y′:

,1)1(
)(1

1
2

=′+
++

y
yx

îòêóäà

.)( 2yxy +=′

Íàõîäèì äàëåå y′′:

y′′ = 2(õ + ó)(1 + y′).

Â ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîäñòàâëÿåì âìåñòî y′
åå çíà÷åíèå, íàéäåííîå ðàíåå:

y′′ = 2(õ + ó)[1 + (õ + ó)2].
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Ïðèìåð 2.25. Íàéòè y′(0) â òî÷êå À(1; 0), åñëè åó + õó = å.
Äèôôåðåíöèðóåì çàäàííîå ñîîòíîøåíèå è îïðåäåëÿåì y′:

åóy′ + y + õy′ = 0,

.
xe

y
y

y +
−=′

Â  ïîñëåäíåå  ñîîòíîøåíèå  ïîäñòàâëÿåì  êîîðäèíàòû  òî÷êè À
õ = 0, ó = 1:

.
0

1
)0( 1−−=

+
−=′ å

e
y

2.3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) â íåêîòîðîì
èíòåðâàëå, åñëè â ýòîì èíòåðâàëå êàæäîìó áîëüøåìó çíà÷åíèþ
àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå (ìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè.
Êàê âîçðàñòàþùèå, òàê è óáûâàþùèå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ìîíî-
òîííûìè. Åñëè ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî îáëàñòü åå
îïðåäåëåíèÿ ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ ìîíî-
òîííîñòè (êîòîðûå èíîãäà ÷åðåäóþòñÿ ñ èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà
ôóíêöèè).

Ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè y = f(x) õàðàêòåðèçóåòñÿ çíàêîì åå
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé f ′(x), à èìåííî, åñëè â íåêîòîðîì èíòåðâàëå
f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0), òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò (óáûâàåò) â ýòîì èíòåð-
âàëå. Ñëåäîâàòåëüíî, îòûñêàíèå èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè ôóíê-
öèè y = f (x) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðâàëîâ çíàêîïîñòîÿí-
ñòâà åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé f ′(x).

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëîâ ìîíîòîí-
íîñòè ôóíêöèè:

1. Íàéòè íóëè è òî÷êè ðàçðûâà f ′(x).
2. Îïðåäåëèòü ìåòîäîì ïðîá çíàê f ′(x) â èíòåðâàëàõ, íà êîòî-

ðûå ïîëó÷åííûå â ï. 1 òî÷êè äåëÿò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
f(x); èíòåðâàëû, â êîòîðûõ f ′(x) > 0, ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè âîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè, à èíòåðâàëû, â êîòîðûõ f ′(x) < 0, � èíòåðâà-
ëàìè óáûâàíèÿ ôóíêöèè. Ïðè ýòîì, åñëè íà äâóõ ñîñåäíèõ èíòåð-
âàëàõ, ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íóëåì ïðîèçâîäíîé f ′(x),
çíàê f ′(x) îäèíàêîâ, òî îíè ñîñòàâëÿþò åäèíûé èíòåðâàë ìîíî-
òîííîñòè.
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Ïðèìåð  2.26.  Íàéòè  èíòåðâàëû  ìîíîòîííîñòè  ôóíêöèè

.5
3

4 34 +−= xxy

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè � âñÿ ÷èñëî-
âàÿ îñü. Äèôôåðåíöèðóÿ, íàõîäèì

y′ = 4õ3 � 4õ2 = 4õ2(x � 1).

Òî÷åê  ðàçðûâà  ïðîèçâîäíàÿ  y′  íå  èìååò.  Íóëÿìè  ïðîèçâîä-
íîé  y′  áóäóò  êîðíè  óðàâíåíèÿ  õ2(x � 1) = 0,  ò.å.  x1 = 0  è
x2 = 1.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè � îñü Îõ � ðàçáèâàåòñÿ ïîëó-
÷åííûìè òî÷êàìè íà òðè èíòåðâàëà (�∞; 0), (0; 1), (1; +∞), â êàæ-
äîì èõ êîòîðûõ y′ ñîõðàíÿåò îïðåäåëåííûé çíàê. Ïîäñòàâëÿÿ â

âûðàæåíèå äëÿ y′ çíà÷åíèÿ 5,
2

1
,5 ==−= xxx  èç ýòèõ èíòåðâàëîâ,

ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî çíàêè «�», «�», «+». Ñëåäîâàòåëüíî, â
èíòåðâàëå (�∞; 1) ôóíêöèÿ óáûâàåò, à â èíòåðâàëå (1; +∞) � âîç-
ðàñòàåò.

Òî÷êà  x = õ0  íàçûâàåòñÿ  òî÷êîé  ìàêñèìóìà  (ìèíèìóìà)
ôóíêöèè  ó = f(x),  åñëè  ñóùåñòâóåò  òàêàÿ  îêðåñòíîñòü  òî÷êè  õ0,
÷òî   äëÿ   âñåõ   õ  (õ ≠ õ0)   ýòîé   îêðåñòíîñòè   âûïîëíÿåòñÿ   íå-
ðàâåíñòâî

f(x) < f(x0)       [f(x) > f(x0)].

Òî÷êè  ìàêñèìóìà  è  ìèíèìóìà  ôóíêöèè  íàçûâàþòñÿ
òî÷êàìè åå ýêñòðåìóìà, à çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà
(ìèíèìóìà)  �  ìàêñèìóìîì  (ìèíèìóìîì)  èëè  ýêñòðåìóìîì
ôóíêöèè.

Òî÷êàìè ýêñòðåìóìà ìîãóò ñëóæèòü òîëüêî êðèòè÷åñêèå òî÷-
êè I ðîäà, ò.å. òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèè, â êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè
òåðïèò ðàçðûâ.

Òî÷êàìè ýêñòðåìóìà ÿâëÿþòñÿ ëèøü òå èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê,
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò çíàê,
à èìåííî, åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = õ0 â ïî-
ëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè çíàê f ′(x) ìåíÿåòñÿ ñ «+» íà «�» (ñ «�»
íà «+»), òî òî÷êà x = õ0 åñòü òî÷êà ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà).
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Îòñþäà  ïîëó÷àåì  ïðàâèëî  îòûñêàíèÿ  ýêñòðåìóìîâ  ôóíê-
öèè ó = f (x):

1. Íàéòè íóëè è òî÷êè ðàçðûâà f ′(x).
2. Îïðåäåëèòü ìåòîäîì ïðîá çíàê f ′(x) â èíòåðâàëàõ, íà êîòîðûå

ïîëó÷åííûå â ï. 1 òî÷êè äåëÿò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x).
3. Èç ýòèõ òî÷åê âûäåëèòü òå, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x) îïðåäå-

ëåíà è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ
f′(x) èìååò ðàçíûå çíàêè � ýòî è åñòü ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè. Ïðè
ýòîì ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà x = õ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà, åñëè
ïðè äâèæåíèÿ ïî îñè Îõ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îíà îò-
äåëÿåò èíòåðâàë, â êîòîðîì ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) > 0, îò èíòåðâàëà,
â êîòîðîì f′(x0) < 0, è òî÷êîé ìèíèìóìà � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â  çàêëþ÷åíèå  çàìåòèì,  ÷òî  òî÷êè,  â  êîòîðûõ  ïðîèçâîäíàÿ
îáðàùàåòñÿ â íóëü, èíîãäà ïðîùå èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì, âû-
ÿñíèâ çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ″(x0): òî÷êà x = õ0, â êîòîðîé
f ′(x0) = 0, à f ″(x) ñóùåñòâóåò è îòëè÷íà îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé, à èìåííî, òî÷êîé ìàêñèìóìà, åñëè f ″(x0) < 0, è òî÷êîé
ìèíèìóìà, åñëè f ″(x0) > 0.

Ïðèìåð 2.27. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè .)1(3 23 −= xxy
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Âû÷èñ-

ëèì ïðîèçâîäíóþ:

.
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)911(
)299(
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Ïðîèçâîäíàÿ f ′ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè õ = 0 è 
11

9=x  è íå ñó-

ùåñòâóåò ïðè õ = 1. Ïîëó÷åííûå òî÷êè ðàçáèâàþò ÷èñëîâóþ îñü
íà ÷åòûðå èíòåðâàëà, â êàæäîì èç êîòîðûõ f ′ ñîõðàíÿåò îïðåäå-

ëåííûé çíàê: ),1(,1,
11

9
,

11

9
,0),0,(� ∞+











∞ . Íàéäåì çíàê ïðîèç-

âîäíîé ó′ â ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëàõ:
â èíòåðâàëå (�∞, 0) èìååì  f ′(�1) > 0;

» » 
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» » (1, +∞) » ó′(5) > 0.
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Ýêñòðåìàëüíûìè   ÿâëÿþòñÿ   òî÷êè  
11

9
1 =x  �   òî÷êà   ìàêñè-

ìóìà   è   õ2  =  1   �   òî÷êà   ìèíèìóìà.   Ýêñòðåìóìû   ôóíêöèè
ïîëó÷èì,   âû÷èñëèâ   åå   çíà÷åíèÿ   â   ýêñòðåìàëüíûõ   òî÷êàõ:

176,0
121

4

1331

729

11

9
3 ≈=







y  �  ìàêñèìóì  è  ó(1)  =  0  �  ìèíèìóì

ôóíêöèè.
Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé (âîãíóòîé) â íåêîòîðîì èíòåð-

âàëå, åñëè îíà ðàñïîëîæåíà íèæå (âûøå) êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåí-
íîé ê êðèâîé â ëþáîé òî÷êå ýòîãî èíòåðâàëà. Âûïóêëîñòü èëè
âîãíóòîñòü êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè ó = f(x), õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ çíàêîì âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ″(x), à èìåííî, åñëè â
íåêîòîðîì èíòåðâàëå f ″(x) < 0 [f ″(x) > 0], òî êðèâàÿ âûïóêëà (âîã-
íóòà) â ýòîì èíòåðâàëå.

Òàêèì îáðàçîì, îòûñêàíèå èíòåðâàëîâ âûïóêëîñòè è âîãíó-
òîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè ó = f(x) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðâà-
ëîâ çíàêîïîñòîÿíñòâà åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé f ″(x).

Òî÷êîé ïåðåãèáà êðèâîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ åå òî÷êà, êîòîðàÿ
îòäåëÿåò ó÷àñòîê âûïóêëîñòè îò ó÷àñòêè âîãíóòîñòè.

Òî÷êàìè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè ó = f(x) ìîãóò ñëóæèòü
òîëüêî òî÷êè, àáñöèññû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êà-
ìè II ðîäà, ò.å. òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè ó = f(x), â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ″(x) îáðàùàåò-
ñÿ â íóëü èëè òåðïèò ðàçðûâ.

Òî÷êàìè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè ó = f(x) ÿâëÿþòñÿ ëèøü
òîëüêî òå èç óêàçàííûõ òî÷åê, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ f ″(x) ìåíÿåò çíàê.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðàâèëî îòûñêàíèÿ èíòåðâàëîâ âûïóêëîñ-
òè è âîãíóòîñòè è òî÷åê ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè:

1. Íàéòè òî÷êè, â êîòîðûõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ  f ″(x) îáðàùà-
åòñÿ â íóëü èëè òåðïèò ðàçðûâ.

2. Îïðåäåëèòü ìåòîäîì ïðîá çíàê f ″(x) â èíòåðâàëàõ, íà êîòî-
ðûå ïîëó÷åííûå â ï. 1 òî÷êè äåëÿò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ f(x); èí-
òåðâàëû, â êîòîðûõ f ″(x) < 0, ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëàìè âûïóêëîñòè,
à èíòåðâàëû, â êîòîðûõf ″(x) > 0, � èíòåðâàëàìè âîãíóòîñòè ãðà-
ôèêà ôóíêöèè ó = f(x). Ïðè ýòîì åñëè íà äâóõ ñîñåäíèõ èíòåðâà-
ëàõ, ãðàíè÷íàÿ òî÷êà êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íóëåì âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé f ″(x), çíàê f ″(x) îäèíàêîâ, òî îíè ñîñòàâëÿþò åäèíûé èíòåð-
âàë âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè.
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3. Èç ïîëó÷åííûõ â ï. 1 òî÷åê âûäåëèòü òå, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
f(x) îïðåäåëåíà è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êàæäîé èç êîòîðûõ âòîðàÿ
ïðîèçâîäíàÿ f ″(x) èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè � ýòî è åñòü àá-
ñöèññû òî÷åê ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè ó = f(x).

Ïðèìåð 2.28. Íàéòè èíòåðâàëû âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè è
òî÷êè ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè f(x) = 3õ5 + 5õ4 � 20õ3 + 60õ � 5.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Äèôôå-
ðåíöèðóÿ åå äâàæäû, ïîëó÷èì

f ′(x) = 15õ4 + 20õ3 � 60õ2 + 60,

f ″(x) = 60õ3 + 60õ2 � 120õ = 60õ(õ � 1) (õ + 2).

Âòîðàÿ  ïðîèçâîäíàÿ  ñóùåñòâóåò  íà  âñåé  ÷èñëîâîé  îñè  è
îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè õ = �2, õ = 0 è õ = 1. Ýòèìè òî÷êàìè îá-
ëàñòü  îïðåäåëåíèÿ   ðàçáèâàåòñÿ   íà   ÷åòûðå   èíòåðâàëà   (�∞, �2),
(�2, 0), (0, 1), (1, +∞), â êàæäîì èç êîòîðûõ f ″(x) ñîõðàíÿåò çíàê.
Îïðåäåëÿÿ çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé â ïðîèçâîëüíî âçÿòîé òî÷êå
êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì çíàê åå â ñîîòâåòñòâóþùåì èí-
òåðâàëå:

â èíòåðâàëå (�∞, �2) èìååì f ″(�3) < 0,

» » (�2, 0) » f ″(�1) > 0,

» » (0, 1) » ,0
2

1 <




′′f

» » (1, ∞) » f ″(2) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, â èíòåðâàëàõ (�∞, �2) è (0, 1) êðèâàÿ âûïóêëà,
à â èíòåðâàëàõ (�2, 0) è (1, ∞) � âîãíóòà.

Ãðàíè÷íûå òî÷êè õ1 = �2, õ2 = 0, õ3 = 1 ýòèõ èíòåðâàëîâ ÿâëÿ-
þòñÿ  àáñöèññàìè  òî÷åê  ïåðåãèáà.  Âû÷èñëèì  çíà÷åíèÿ  ôóíêöèè
ó = f(x) â ýòèõ òî÷êàõ:

f(�2) = 19,     f(0) = �5,     f(1) = 43.

Èòàê,  äàííàÿ  ôóíêöèÿ  èìååò  òðè  òî÷êè  ïåðåãèáà:  (�2;  19),
(0; �5), (1; 43).

Àññèìïòîòîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ê êîòîðîé íåîãðà-
íè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ òî÷êà êðèâîé ïðè åå óäàëåíèè ïî êðèâîé â
áåñêîíå÷íîñòü.



97

I. Åñëè ±∞=
→

)(lim xf
ax

,  òî ïðÿìàÿ  õ  =  à  åñòü  àñèìïòîòà  êðè-

âîé ó = f(x). Íàïðèìåð, êðèâàÿ 
ax

a
y

−
=  èìååò àñèìïòîòó õ = à.

II. Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ êðèâîé ó = f(x) ìîæíî âûäå-
ëèòü ëèíåéíóþ ÷àñòü ó = f(x) = kx + b + α(x) òàê, ÷òî îñòàâøàÿñÿ
÷àñòü α(x) → 0, êîãäà x → ±∞, òî ïðÿìàÿ ó = kx + b åñòü àñèìïòîòà
êðèâîé.

Ïðèìåðû:

1) êðèâàÿ 
22

23 1
1

1

x
x

x

xx
y ++=++=  èìååò àñèìïòîòó ó = x + 1

(è àñèìïòîòó x = 0);

2) êðèâàÿ 
ax

a

ax

a
y

−
+=

−
= 0   èìååò àñèìïòîòó ó = 0.

III. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû k
x

xf
x

=
∞+∞→

)(
lim

-èëè 
 è

,])([lim
-èëè 

bkxxf
x

=−
∞+∞→

 òî ïðÿìàÿ ó = kx + b åñòü àñèìïòîòà.

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíê-
öèè,  íåïðåðûâíîé  íà  íåêîòîðîì  îòðåçêå  [a, b],  íàäî  âû÷èñëèòü
çíà÷åíèÿ  ýòîé  ôóíêöèè  íà  êîíöàõ  îòðåçêà  è  âî  âñåõ  åå  êðèòè-
÷åñêèõ  òî÷êàõ,  ïðèíàäëåæàùèõ  ýòîìó  îòðåçêó  (òàêèìè  òî÷êà-
ìè  â  äàííîì  ñëó÷àå  ÿâëÿþòñÿ  òî÷êè,  â  êîòîðûõ  ïåðâàÿ  ïðîèç-
âîäíàÿ  ôóíêöèè  îáðàùàåòñÿ  â  íóëü  èëè  íå  ñóùåñòâóåò).  Íàè-
áîëüøåå  è  íàèìåíüøåå  èç  ïîëó÷åííûõ  çíà÷åíèé  ÿâëÿþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî  íàèáîëüøèì  è  íàèìåíüøèì  çíà÷åíèåì  ôóíê-
öèè íà îòðåçêå.

Â ñëó÷àå, åñëè èññëåäóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ â
íåêîòîðûõ òî÷êàõ îòðåçêà [a, b] èëè æå çàäàíà íà áåñêîíå÷íîì
èíòåðâàëå, òî íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ðàññìîòðåòü åå ïîâåäå-
íèå â îêðåñòíîñòè òî÷åê ðàçðûâà è ïðè x → ±∞.

Ïðèìåð 2.29. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ñëå-
äóþùèõ ôóíêöèé:

1) f(x) = õ3 � 3õ2 + 4   íà îòðåçêå [1, 3];

2) 
x

xx
1

)( +=ϕ    íà îòðåçêå [�2, 2].
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Ðåøåíèå.
1. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [1, 3]. Íàõîäèì

f ′(x) = 3õ2 � 6õ.

Â   äàííîì   ñëó÷àå   êðèòè÷åñêèìè   ÿâëÿþòñÿ   òîëüêî   òî÷êè,
â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ðàâíà íóëþ, ò.å. õ = 0 è õ = 2. Îòðåç-
êó [1, 3] ïðèíàäëåæèò ëèøü îäíà èç ýòèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, à èìåí-
íî õ = 2. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) â òî÷êå õ = 2 è íà êîí-
öàõ îòðåçêà õ = 1 è õ = 3:

f(2) = 0,     f(1) = 2,     f(3) = 4.

Òàêèì îáðàçîì, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî 4 è äîñ-
òèãàåòñÿ íà ïðàâîé ãðàíèöå îòðåçêà â òî÷êå õ = 3; íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî íóëþ è äîñòèãàåòñÿ åþ âî âíóòðåííåé
òî÷êå õ = 2.

2. Ôóíêöèÿ ϕ(x) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ â òî÷êå õ = 0, ïðèíàäëå-
æàùåé îòðåçêó [�2, 2]. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè â îêðåñòíîñ-
òè òî÷êè ðàçðûâà:

.)(lim,)(lim
00

−∞=+∞=
−→+→

xx
xx

ϕϕ

Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè òî÷êè õ = 0 ôóíêöèÿ ϕ(x) äîñòèãàåò
ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êàê ïîëîæèòåëü-
íûõ, òàê è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìååò
íè íàèìåíüøåãî, íè íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîâîäèòü ïî ñëåäóþ-
ùåé ñõåìå:

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, óñòàíîâèòü òî÷êè ðàç-
ðûâà è èíòåðâàëû íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè.

2. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ÷åòíîñòü, íå÷åòíîñòü.

3. Íàéòè, åñëè ýòî âîçìîæíî, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîð-
äèíàò. Âû÷èñëèòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàéòè àñèìïòîòû êðèâîé, åñëè îíè ñóùåñòâó-
þò. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðíûé âèä ãðàôèêà, óäîâ-
ëåòâîðÿþùåãî ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ.
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4. Óòî÷íèòü õàðàêòåð ãðàôèêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîé ïðî-
èçâîäíîé, ò.å. èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà ýêñòðåìóì, óñòàíîâèòü èí-
òåðâàëû ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè.

5. Óòî÷íèòü õàðàêòåð ãðàôèêà ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé, ò.å. èñ-
ñëåäîâàòü ôóíêöèþ íà âûïóêëîñòü, âîãíóòîñòü, òî÷êè ïåðåãèáà.

Ïðèìåð 2.30. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ó = õ5 � õ3 � 2õ.

Ðåøåíèå.

1. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (�∞; ∞).

2. Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, ò.ê. ó(�õ) = �ó(õ), ò.å.

ó(�õ) = (�õ)5 � (�õ)3 � 2(�õ) = � (õ5 � õ3 � 2õ) = � ó(õ),

ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà
êîîðäèíàò, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå äëÿ õ ≥ 0.

3. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò

õ5 � õ3 � 2õ = 0,

õ(õ4 � õ2 � 2) = 0,

õ1 = 0, .4,123,2 ±≈±=x

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ñóùåñòâî-
âàíèÿ, ò.å. ïðè õ → ±∞.

.
21

1lim)2(limlim

,
21

1lim)2(limlim

42
535

42
535

−∞=




 −−=−−=

∞=




 −−=−−=

−∞→−∞→−∞→

∞→∞→∞→

xx
xxxxy

xx
xxxxy

xxx

xxx

Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò, ò.ê. ôóíêöèÿ íå èìååò òî÷åê ðàç-
ðûâà. Îïðåäåëèì íàêëîííûå àñèìïòîòû y = kx + b.

.
21

1lim
2

lim
)(

lim
42

4
35

∞=




 −−=−−==

∞→∞→∞→ xx
x

x

xxx

x

xy
k

xxx

Ñëåäîâàòåëüíî, íàêëîííîé àñèìïòîòû êðèâàÿ íå èìååò.



100

4. Äàëåå ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

y ′ = 5õ4 � 3õ2 � 2.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà

,0
5

2
)1(5

0235

22

24

=




 +−

=−−

xx

,xx

õ1 = �1; õ2 = 1 � êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà.
×òîáû  âûÿñíèòü,  ÿâëÿþòñÿ  ëè  ýòè  òî÷êè  ýêñòðåìàëüíûìè,

èñïîëüçóåì  âòîðîå  äîñòàòî÷íîå  óñëîâèå  ýêñòðåìóìà.  Äëÿ  ýòîãî
îïðåäåëèì çíàê âòîðîé ïðîèçâîäíîé â íàéäåííûõ êðèòè÷åñêèõ
òî÷êàõ:

y″ = 20õ3 � 6õ = 2õ(10õ2 � 3).

Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå õ = 1 â y″ (áåðåì òîëüêî îäèí êîðåíü, ò.ê.
ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå äëÿ õ ≥ 0 â ñèëó íå÷åòíîñòè ôóíêöèè), ïî-
ëó÷èì y″(1) = 14 > 0; çíà÷èò, â òî÷êå õ = 1 ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìè-
íèìóìà (ïðè õ = �1 � ìàêñèìóìà). Âû÷èñëèì ýêñòðåìàëüíûå çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè:

ymin = 15 � 13 � 2 · 1 = �2;     ymaõ = (�1)5 � (�1)3 � 2(�1) = 2.

Ñîñòàâèì òàáëèöó èçìåíåíèÿ çíàêîâ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

x (�∞; �1) x = �1 (�1; 1) x = 1 (1; ∞)

y ′(x) + 0 � 0 +

y(x) R y
maõ

 = 2 T y
min

 = �2 R

5. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè 2-ãî ðîäà, ïðèðàâíÿâ ê íóëþ
ïðàâóþ ÷àñòü y″:

;55,03,0;0

;0)310(2

3,21

2

±≈±==

=−

xx

xx
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õ1 = 0, ,3,02 −=x  3,03 =x  ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
2-ãî  ðîäà,  êîòîðûå  äåëÿò  âñþ  ÷èñëîâóþ  îñü  íà  èíòåðâàëû:

,)3,0;( −−∞  ),0;3,0(−  ),3,0;0(  .);3,0( ∞  Âûÿñíèì çíàê âòîðîé

ïðîèçâîäíîé â óêàçàííûõ èíòåðâàëàõ. Íà èíòåðâàëå )3,0;(� −∞
âîçüìåì, íàïðèìåð, òî÷êó õ = �1;  y″(�1) = �14 < 0, çíà÷èò, êðèâàÿ
â ýòîì èíòåðâàëå âûïóêëà.

Íà èíòåðâàëå (�0,3; 0) ðàññìîòðèì òî÷êó :
2

1−=x

,0
2

1

2

1
6

2

1
20

2

1
3

>=




−−





−⋅=





−′′y

çíà÷èò, êðèâàÿ íà ýòîì èíòåðâàëå âîãíóòà, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç 3,02 −=x  ìåíÿåò çíàê ñ � íà +, ñëåäîâàòåëüíî,

çíà÷åíèå 3,0−=x  ÿâëÿåòñÿ àáñöèññîé òî÷êè ïåðåãèáà. Àíàëîãè÷-

íî îïðåäåëÿåì, ÷òî íà èíòåðâàëå )3,0;0(  êðèâàÿ âûïóêëà, à íà

èíòåðâàëå );3,0( ∞  � âîãíóòà; çíà÷åíèÿ õ = 0 è 3,0=x  ÿâëÿþòñÿ

àáñöèññàìè òî÷åê ïåðåãèáà êðèâîé.

Ñîñòàâèì òàáëèöó èçìåíåíèÿ çíàêîâ y″(õ).

õ )3,0;( −−∞ 3,0−=x )0;3,0(− õ = 0 )3,0;0( 3,0=x );3,0( ∞

y″(õ) � 0 + 0 � 0 +

y(õ) ∩ ò.ï. ∪ ò.ï. ∩ ò.ï. ∪
ó ≈ 1,2 ó = 0 ó ≈ �1,2

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåãèáà:

.22,1)3,0(;22,1)3,0(;0)0( −≈≈−= yyy

×òîáû  òî÷íåå  íàðèñîâàòü  êðèâóþ  ãðàôèêà,  ìîæíî  íàéòè
óãëû  íàêëîíà  êàñàòåëüíûõ,  ïðîâåäåííûõ  ê  êðèâîé  â  òî÷êàõ
ïåðåãèáà. Òàê, ïðè õ = 0, ó ′(0) = �2, ò.å. tgα = �2, ãäå α � óãîë

íàêëîíà  êàñàòåëüíîé  ê  êðèâîé  â  òî÷êå  õ = 0,  à  ïðè  ,3,0=x
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.45,2)3,0( −≈′y  Îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê ôóíêöèè y = õ5 � õ3 � 2õ
èçîáðàæåí íà ðèñ. 24.

Ïðèìåð 2.31. Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîèòü ãðà-

ôèê ôóíêöèè .3 2 xxy −=
1. Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà âñþäó íà èíòåðâàëå (�∞; ∞).
2. Ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà.
3. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò:

;0)1(

;0

33 2

3 2

=−

=−

xx

xx

õ1 = 0;    õ2 = 1;

y(0) = 0;    y(1) = 0.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ñóùåñòâî-
âàíèÿ:

.)(limlim

;)1(�1
1

lim)(limlim

3 3

3

3 2

∞=∞+∞=−=

−∞=∞=





−=−=

−∞→−∞→

∞→∞→∞→

xxy

x
xxxy

xx

xxx

Ðèñ. 24

y

x
�2 �1 3,0−  

0
1 2

3,0
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Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò íåò, òàê êàê ôóíêöèÿ íå èìååò òî÷åê
ðàçðûâà. Îïðåäåëèì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

.)(lim)(lim

;1

1
1

limlimlim

3 2

33 2

∞=+−=−=

−=






−

=−==

±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→

xxxkxyb

x

x
x

x

xx

x

y
k

xx

xxx

Òàê êàê b → ∞ ïðè õ → ∞, òî íàêëîííûõ àñèìïòîò êðèâàÿ íå
èìååò.

Íà ðèñ. 25 èçîáðàæåíà ïðîñòåéøàÿ êðèâàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ.

4. Äàëåå ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå ïî ïåðâîé ïðîèçâîäíîé

;
3

32
1

3

2
3

3

3 x

x

x
y

−=−=′

ó ′ = ∞ ïðè õ1 = 0;

ó ′ = 0 ïðè ;
27

8
2 =x

õ1 = 0, 
27

8
2 =x  � êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

Ðèñ. 25

0

y

x1
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×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè òî÷êàìè ýêñòðåìóìîâ, èñ-
ïîëüçóåì ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

.04,0
1,03

1,032
)1,0(,0

3

5
)1(�

3

3

>≈
−

=′<−=′ yy

Ïðè  ïðîõîæäåíèè  ÷åðåç  òî÷êó  õ1 = 0,  ó ′  ìåíÿåò  çíàê  ñ « �»
íà  «+»;  çíà÷èò,  òî÷êà  õ = 0  ÿâëÿåòñÿ  òî÷êîé  ìèíèìóìà  ôóíê-
öèè, ïðè÷åì ôóíêöèÿ èìååò â ýòîé òî÷êå òàê íàçûâàåìûé îñòðûé
ýñòðåìóì:

min = y(0) = 0.

Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç òî÷êó 
27

8
2 =x  ìû àíàëîãè÷íî ìîæåì

ïðîâåðèòü,  ÷òî  ïåðâàÿ  ïðîèçâîäíàÿ  ìåíÿåò  çíàê  ñ  «+»  íà  «�».

Çíà÷èò, òî÷êà 
27

8
2 =x  ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà:

.
27

4

27

8
max =





= y

Ñîñòàâèì òàáëèöó èçìåíåíèÿ çíàêîâ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

x (�∞; 0) x
1
 = 0 







27

8
;0

27

8
=x 





 ∞;

27

8

ó ′(x) � ∞ + 0 �

y(x) T min = 0 R
27

2
max = T

5. Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

0
1

9

2
3 4

<−=′′
x

y  âñåãäà.
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Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ âñåãäà îòðèöàòåëüíà, çíà÷èò, òî÷åê ïåðå-
ãèáà íåò, êðèâàÿ âñåãäà âûïóêëà. Îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê ôóíê-

öèè xxy −= 3 2  èçîáðàæåí íà ðèñ. 26.

Ïðèìåð 2.32. Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå è ïîñòðîèòü ãðà-

ôèê ôóíêöèè 
x

x
y

ln
= .

Îáëàñòüþ     îïðåäåëåíèÿ     ôóíêöèè     ÿâëÿþòñÿ     èíòåðâàëû
(0; 1) ∪ (1; ∞).

Ôóíêöèÿ 
x

x
y

ln
=  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî âèäà. Ïðè 0 < x < 1

y < 0, ïðè 1 < x < ∞   y > 0.
Âû÷èñëèì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñ-

òè ñóùåñòâîâàíèÿ:

.
1
1

lim
ln

limlim

;
0

1

ln
limlim

;
0

1

ln
limlim

;0
0

ln
limlim

01

0101

0000

∞===

∞=
+

==

−∞=
−

==

=
∞−

==

∞→∞→∞→

+→

−→−→

+→+→

x
x

x
y

x

x
y

x

x
y

x

x
y

xxx

x

xx

xx

Ðèñ. 26

y

0   1 x

1 --
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Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðèìåíåíî ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.
Èç íàéäåííûõ ïðåäåëîâ ÿñíî, ÷òî ïðÿìàÿ õ = 1 ÿâëÿåòñÿ âåðòè-

êàëüíîé àñèìïòîòîé.
Îïðåäåëèì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

.
1
1

lim
)(ln

)(
lim

ln
lim][lim

;0
ln

1
lim

ln
limlim

∞==
′

′
==−=

==
⋅

==

∞→∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

x
x

x

x

x
kxyb

xxx

x

x

y
k

xxxx

xxx

Íàêëîííûõ àñèìïòîò ôóíêöèÿ íå èìååò, ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìï-
òîò íå èìååò òàêæå. Ïðèìåðíûé õîä ãðàôèêà èçîáðàæåí íà ðèñ. 27.

Èùåì ýêñòðåìóì ôóíêöèè. Åå ïðîèçâîäíàÿ:

x

x
y

2ln

1ln −=′ .

ó′= 0 ïðè x = e � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.
ó′ = ∞ ïðè x = 1 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, îíà íå ìîæåò áûòü ýêñòðå-

ìàëüíîé.
Èòàê, èìååì îäíó êðèòè÷åñêóþ òî÷êó x = e.

.
ln

ln2

ln

1
ln2)1(lnln

1

34

2

xx

x

x
x

xxx
xy

−=
⋅−−

=′′

Ðèñ. 27

0 1

y

x

<
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×òîáû  ïðîâåðèòü,  ÿâëÿåòñÿ  ëè  òî÷êà  x = e  ýêñòðåìàëüíîé,
íàéäåì çíàê y″ â òî÷êå x = e

.0
1

ln

ln2
)(

3
>=−=′′

eee

e
ey

Çíà÷èò, òî÷êà x = e ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè. Çäåñü
ìû èñïîëüçîâàëè âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

Îïðåäåëèì òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè:
y″ = 0 ïðè x = e2 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 2-ãî ðîäà;
y″ = ∞ ïðè x = 1, íî ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé

2-ãî ðîäà, òàê êàê îíà ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé.
Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç x = e2  y″ ìåíÿåò çíàê ñ + íà �, òàê êàê

,0
1

)( >=′′
e

ey  à ;0
1

)(
3

3 <−=′′
e

ey  çíà÷èò, çíà÷åíèå x = e2 ÿâëÿåòñÿ

àáñöèññîé òî÷êè ïåðåãèáà, .
2

)(
2

2 e
ey =

Ñîñòàâèì òàáëèöó èçìåíåíèÿ çíàêîâ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèç-
âîäíûõ.

x (0; 1) x = 1 (1; e) x = e (e; e2) x = e2 (e2; ∞)
ó″(x) � í.ñ. + + + 0 �

ó ′(x) � í.ñ. � 0 + +

ó(x) T ∩ í.ñ. T ∪ min = e R ∪ ò.ï. R ∩

2
2ey =

Îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê ôóíêöèè 
x

x
y

ln
=  èçîáðàæåí íà ðèñ. 28.

Ðèñ. 28

0 1 å å2

y

x

<
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Ïðèìåð  2.33.  Èññëåäîâàòü  è  ïîñòðîèòü  ãðàôèê   ôóíêöèè

 .
)1(2 2

3

+
=

x

x
y

Ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò âñþäó, êðîìå õ = �1,  ò.å. åå îáëàñòüþ îï-
ðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû (�∞; �1), (�1; ∞).

Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ îñÿìè êîîðäèíàò:

0
)1(2 2

3

=
+x

x
,   ïðè   õ = 0.

Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ãðàíèöàõ îáëàñòè ñóùåñòâî-
âàíèÿ:

.
)1(2

limlim

;
02

1

)1(2
limlim

;
02

1

)1(2
limlim

;
)1(2

limlim

2

3

2

3

0101

2

3

0101

2

3

+∞=
+

=

−∞=
⋅

−=
+

=

−∞=
⋅

−=
+

=

−∞=
+

=

∞→∞→

+−→+−→

−−→−−→

−∞→

x

x
y

x

x
y

x

x
y

x

x
y

xx

xx

xx

x

Î÷åâèäíî, ïðÿìàÿ õ = �1 ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé
ôóíêöèè. Îïðåäåëèì íàêëîííûå àñèìïòîòû:

.1
242

2
lim

2

1

)1(2
lim)(lim

;
2

1

12
12

lim
)1(2

limlim

2

233

2

3

2
3

3

2

3

−=
++

−−−=









−

+
=−=

=





 ++

=
+⋅

==

±∞→±∞→±∞→

±∞→±∞→±∞→

xx

xxxx
x

x

x
kxyb

xx
x

x

xx

x

x

y
k

xxx

xxx

Èòàê, ïðÿìàÿ 1
2

1 −= xy  ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé êðè-

âîé, ïðè÷åì òî÷êè êðèâîé 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  áóäóò íåîãðàíè÷åííî ïðè-

áëèæàòüñÿ ê ïðÿìîé 1
2

1 −= xy  êàê ïðè õ → �∞, òàê è ïðè õ → ∞.
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Íà ðèñ. 29 ïîñòðîåíà ïðîñòåéøàÿ êðèâàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ.

Íàõîäèì ïðîèçâîäíûå:

.
)1(

)3(

2

1

)1(

)1(2)1(3

2

1
3

2

4

322

+
+=

+
+−+=′

x

xx

x

xxxx
y

ó ′ = 0 ïðè õ1 = �3 è õ1 = 0 � êðèòè÷åñêèå òî÷êè 1-ãî ðîäà.
ó ′ = ∞ ïðè õ = �1 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà.
Ïðîâîäÿ îáû÷íîå èññëåäîâàíèå, íàõîäèì, ÷òî ïðè õ = �3 ôóí-

êöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ,
8

27
)3( −=−y  à â òî÷êå õ = 0  ýêñòðåìó-

ìà íåò, òàê êàê ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç õ = 0
çíàê íå ìåíÿåò.

.
)1(

3

)1(

)1(3)3()1)(63(

2

1
46

22332

+
=

+
++−++=′′

x

x

x

xxxxxx
y

ó″ = 0 ïðè õ = 0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà 2-ãî ðîäà.
ó″ = ∞ ïðè õ = �1 � ãðàíè÷íàÿ òî÷êà.

Ðèñ. 29

0

�1

x

y

�1             1
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Ñîñòàâèì òàáëèöó èçìåíåíèÿ çíàêîâ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèç-
âîäíûõ.

x (�∞; �3) x = �3 (�3; �1) x = �1 (�1; 0) õ = 0 (0; ∞)

ó″(x) � � � í.ñ. � 0 +

ó ′(x) + 0 � í.ñ. + 0 +

ó(x) R ∩
8

27
max −= T ∩ í.ñ. R ∩ T ∪

Íàõîäèì, ÷òî õ = 0 ÿâëÿåòñÿ àáñöèññîé òî÷êè ïåðåãèáà ôóíê-
öèè, ïðè÷åì ó(0) = 0.

Ãðàôèê  ÿâëÿåòñÿ  âûïóêëûì  íà  èíòåðâàëàõ  (�∞; �1)  è  (�1; 0)
è âîãíóòûì íà èíòåðâàëå (0; ∞).

Îêîí÷àòåëüíûé ãðàôèê ôóíêöèè  
2

3

)1(2 +
=

x

x
y  èçîáðàæåí íà

ðèñ. 30.

ò.ï.

 y = 0

Ðèñ. 30

x

y

0

�1
�3      �1                    1
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ÐÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×
ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ ÐÀÇÄÅËÀÌ 1 È 2

Òåìà «Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ» áóäåò ðàññìîòðåíà
ïîñëå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

1. ËÈÍÅÉÍÀß ÀËÃÅÁÐÀ

1.1. Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

1.1.1. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ

à) ⇒








 −
−











−
=









 −
−











− 84
168
1220

63
156

912

21
42
35

4
21
52
34

3

Ñíà÷àëà óìíîæàåì ìàòðèöó íà ÷èñëî, à çàòåì âû÷èòàåì èç
îäíîé ìàòðèöû äðóãóþ

;
141

12
218

8643
161586

)12(92012












−−
−−

−
=















−−−
−−
−−−

⇒

á) íóæíî ïåðåìíîæèòü  äâå ìàòðèöû: Ñ = ÀÂ. Ýòî âîçìîæíî â
ñëó÷àå, åñëè ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû À ðàâíî ÷èñëó ñòðîê ìàòðè-
öû Â. Ýëåìåíò Ñik ìàòðèöû Ñ èìååò âèä:

∑
=

⋅++⋅+⋅=⋅=
n

j
nkinkikijkijik babababaC

1
2211 ...

(i = 1, 2, �, n;    k = 1, 2, �, n),
ò.å. ýëåìåíò ìàòðèöû Ñ, ñòîÿùåé â i-é ñòðîêå è k-ì ñòîëáöå,  ðàâåí
ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñîîòâåòñòâåííûõ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàò-
ðèöû À  è k-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû Â.

.
14312

926
316

351)1(04)1(52)1(14050)1()3(4
321302)1(223120203)3(2
311002)1(120120100)3(2

310
120
013

514
232
102












−−

−
=

=














⋅+⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅⋅+⋅−+−⋅
⋅+⋅+⋅−−⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+−⋅−
⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅⋅+⋅+−⋅

=

=










−

−
⋅











−
−
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1.2. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé

1.2.1. Óáåäèìñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü ∆ ðàâåí íóëþ

321
422
246

−
−−=∆

à) ïî îïðåäåëåíèþ (îäíîé èç ñõåì):

.068682448481636

3)2(4)2()4(6122)2()2(21)4(4326

21
22
46

321
422
246

=−=+−−+−=
=⋅−⋅−−⋅−⋅−⋅⋅−−⋅−+⋅−⋅+⋅⋅=

⊕

=
−

−
−

−−

Ñïðàâà îò îïðåäåëèòåëÿ ïðèïèñûâàþòñÿ äâà ïåðâûõ ñòîëáöà,
áåðóòñÿ ñî çíàêîì «+» òðè ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà
ãëàâíîé äèàãîíàëè è äâóõ äèàãîíàëÿõ åé ïàðàëëåëüíîé è  ñî çíà-
êîì ìèíóñ òðè ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ïîáî÷íîé
äèàãîíàëè è äâóõ äèàãîíàëÿõ åé ïàðàëëåëüíîé;

á) ðàçëîæåíèåì ïî ñòðîêå.
Îïðåäåëèòåëü ∆ ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ïðî-

èçâîëüíîé åãî ñòðîêè íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

∆ = ài1 · Ai1 + ài2 · Ai2 + � + àin · Ain    (i = 1, 2, �, n),

ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà îïðåäåëèòåëÿ àij,
ðàâíîå

.)...,,2,1()1( njMA ij
ji

ij =⋅−= +

Çäåñü Ìij � ìèíîð ýëåìåíòà àij, ò.å. îïðåäåëèòåëü  (n � 1)-ãî
ïîðÿäêà,  ïîëó÷àþùèéñÿ  ïîñëå  âû÷åðêèâàíèÿ  èç  îïðåäåëèòåëÿ
n-ãî ïîðÿäêà i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.

×
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Âû÷èñëÿåì îïðåäåëèòåëü ∆ ðàçëîæåíèåì ïî ýëåìåíòàì ïåðâîé
ñòðîêè

.022)2(4)2(6

)12)2()2((2)1)4(3)2)((1(4))2()4(32(6

21
22)1(2

31
42)1(4

32
42)1(6

321
422
246

312111

131312121111

=⋅+−⋅−−⋅=
=⋅−−⋅−+⋅−−⋅−−+−⋅−−⋅=

=−
−−⋅+−−−⋅+−

−−⋅=

=
−

−−=⋅+⋅+⋅=∆

+++

AaAaAa

1.3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

1.3.1. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ìàòðèöå À è ïðîâåðèòü âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâà À · À�1 = Å:

à) 



−= 62

42A . Òàê êàê îïðåäåëèòåëü  ∆ ìàòðèöû À

,0204)2(6262
42 ≠=⋅−−⋅=−=∆

òî ìàòðèöà À ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è äëÿ íåå ñóùåñòâóåò îá-
ðàòíàÿ ìàòðèöà À�1.

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ∆:

A11 = (�1)1+1à22 =6;    A12 = (�1)1+2 · à21 =2;    A21 = (�1)2+1 · à12 = �4;

A22 = (�1)2+2 · à11 = 2.

Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó èç ýòèõ àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé è
òðàíñïîíèðóÿ åå, ïîëó÷àåì ïðèñîåäèíåííóþ ìàòðèöó (À*):

.22
46,24

26 


 −=



−= ∗AAij

Âû÷èñëÿåì îáðàòíóþ ìàòðèöó À�1

.

10

1

10

1
10

2

10

3

20

2

20

2
20

4

20

6

22
46

20

11















 −
=















 −
=


 −=

∆
=

∗
− A

A
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Ïðîâåðÿåì ïðàâèëüíîñòü íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû:

.10
01

1,06)2,0(21,063,02
1,04)2,0(21,043,02

1,01,0
2,03,0

62
421

E

AA

=


=






⋅+−⋅−⋅+⋅−
⋅+−⋅⋅+⋅=

=




 −⋅



−=⋅ −

Òàê êàê À · À�1 = Å, òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà íàéäåíà ïðàâèëüíî;

á) 

⊕

≠=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆











=

.01122212311221312112
23
12
22

123
112
122

,
123
112
122

À

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

.212
22;012

12;111
12

;223
22;113

12;012
12

;123
12;113

12;112
11

333231

232221

131211

−===−===

=−=−===−=

===−=−==

AAA

AAA

AAA

Îïðåäåëÿåì

.
221
011
101

1
;

221
011
101

;
201
210
111

1

−
−

−
==

∆
=

−
−

−
=

−
−

−
=

∗∗
−∗ AA

AAAij

Ïðîâåðÿåì

.
100
010
001

)2(1021321)1(2031112)1(3
)2(1011221)1(1021111)1(2
)2(1021221)1(2021112)1(2

221
011
101

123
112
122

1

E

AÀ

=









=

=














−⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅
−⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅
−⋅+⋅+⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+−⋅

=

=










−
−

−
⋅










=⋅ −
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1.4. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1.4.1. Çàïèñàòü ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå bxA = :





=+−
=+

1562
1542

yx
yx

è ðåøèòü åå ñðåäñòâàìè ìàòðè÷íîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Çäåñü .15
15,,62

42 


=


=



−= by

xxA

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ÷åðåç îáðàòíóþ ìàòðèöó À�1  èìååò âèä

.1 bAx ⋅= −

Â ïóíêòå 1.3.1: à) áûëà íàéäåíà îáðàòíàÿ ìàòðèöà À�1, òîãäà

.
3
5,1

151,0151,0
15)2,0(153,0

15
15

1,01,0
2,03,0






=







⋅+⋅
⋅−+⋅=


⋅





 −=


= y

xx

Îòñþäà: õ = 1,5;   ó = 3.
Ìîæíî ñäåëàòü ïðîâåðêó, ò.å. ïîäñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿ

õ è ó â èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.
1.4.2. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ (ìå-

òîäîì Ãàóññà):







=+⋅+⋅
=−+⋅

=+⋅+⋅

.1523
,112

,1122

321

321

321

xxx
xxx

xxx

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïåðâîãî âåäóùåãî óðàâíåíèÿ � ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû è îíî â äàëüíåéøåì îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ, à
â êà÷åñòâå ïåðâîãî âåäóùåãî íåèçâåñòíîãî � õ1.

Èñêëþ÷àåì íåèçâåñòíóþ õ1 èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé
ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èç 1-ãî óðàâíå-
íèÿ âû÷èòàåì âòîðîå, ïîëó÷èì õ2 + 2õ3 = 0, çàòåì 1-îå óðàâíåíèå
óìíîæàåì íà 3, à 3-å óðàâíåíèå � íà 2 è âû÷èòàåì èç îäíîãî äðó-
ãîå, ïîëó÷èì 2õ2 + õ3 = 3.

Âûïèñûâàåì ñèñòåìó







=+
=+

=++

.32
,02

,1122

32

32

321

xx
xx

xxx
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Íåèçâåñòíàÿ  õ1  èñêëþ÷åíà.  Ïåðâûé  øàã  çàêîí÷åí.  Òåïåðü
âòîðîå  óðàâíåíèå  áåðåòñÿ  çà  âåäóùåå  è  îíî  â  äàëüíåéøåì  íå
èçìåíÿåòñÿ,  à  çà  âåäóùóþ  íåèçâåñòíóþ  ïðèíèìàåòñÿ  õ2.  Èñ-
êëþ÷àåì  èç  3-ãî  óðàâíåíèÿ  õ2,  äëÿ  ýòîãî  2-îå  óðàâíåíèå  óìíî-
æàåì  íà  2  è  âû÷èòàåì  èç  íåãî  3-å  óðàâíåíèå  ñèñòåìû,  ïîëó÷à-
åì 3õ3 = �3.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó







−=
=+

=++

.1
,02

,1122

3

32

321

x
xx

xxx

Ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà çàêîí÷åí. Îáðàòíûì õîäîì ïîëó-
÷àåì:

õ3 = �1,

õ2 = �2 · õ3 = �2 · (�1) = 2,

2õ1 = 11 � 2õ2 � õ3 = 11 � 2 · 2 � (�1) = 8,    õ1 = 4.

Èòàê,   õ1 = 4,   õ2 = 2,   õ3 = �1.

1.4.3. Äàíà ñèñòåìà







=−+++
−=−+++

=−+++

.30847125
,1332253

,4352572

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

1. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè óñòàíîâèòü ñî-
âìåñòíîñòü ñèñòåìû.

Âûïèñûâàåì ìàòðèöó ñèñòåìû À è ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó À

.
30847125
1332253
4352572

;
847125
32253
52572












−
−−

−
=











−
−
−

= AA

Ðàññìîòðèì ìèíîð 2-ãî ïîðÿäêà

.011211053
72

2 ≠−=−==d
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Äàëåå âûïèøåì ÷åòûðå ìèíîðà 3-ãî ïîðÿäêà

.0
30125
1353
4372

;0
8�125
353
572

;0
4125
253
272

;0
7125
253
572

4
3

3
3

2
3

1
3

=−==−
−

=

====

dd

dd

Òàê êàê ìèíîðû ,1
3d  2

3d  è 3
3d   ðàâíû íóëþ, òî ðàíã ñèñòåìû

ðàâåí äâóì, à òàê êàê ìèíîð ,04
3 =d  òî è ðàíã ðàñøèðåííîé ìàò-

ðèöû ðàâåí äâóì. Ðàâåíñòâî ðàíãîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû è ìàò-
ðèöû ñèñòåìû íà îñíîâàíèè òåîðåìû Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ãîâî-
ðèò î òîì, ÷òî ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà, ò.å.
èìååò ðåøåíèå.

2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå

x1 = f (x3, x4, x5),

x2 = ϕ (x3, x4, x5).

Òàê êàê ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïÿòü, à ðàíã ìàòðèöû ðàâåí äâóì,
òî  ðàçíîñòü  ìåæäó íèìè,  ðàâíàÿ  òðåì  (n � r = 5 � 2 = 3),  ãîâîðèò
î  òîì,  ÷òî  òðè  íåèçâåñòíûõ  áóäóò  ñâîáîäíûìè,  ïóñòü  ýòî  áó-
äóò x3, x4, x5.

Áåðåì ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è çàïèñûâàåì èõ îòíî-
ñèòåëüíî x1 è x2 (êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ íåèçâåñòíûõ ñîñòàâëÿ-
þò ìèíîð 2-ãî ïîðÿäêà îòëè÷íûé îò íóëÿ), à íåèçâåñòíûå x3, x4, x5

ïåðåíîñèì â ïðàâóþ ÷àñòü:





+−−−=+
+−−=+

.3221353
,5254372

54321

54321
xxxxx

xxxxx

Èìååì ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè x1 è x2.
Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 5, à âòîðîå íà 7 è âû÷èòàÿ îäíî èç
äðóãîãî, íàéäåì x1  è ïîäñòàâëÿÿ åãî â 1-îå óðàâíåíèå, ïîñëå ïðå-
îáðàçîâàíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ x2:

.
11

9

11

2

11

155

,
11

4

11

4

11

306

5432

5431

xxxx

xxxx

+−−=

−−+−=
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Ýòî è áóäåò îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé.

3. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû a  = (x1, x2, x3, x4, x5), ïî-
ëîæèâ x3 = 5, x4 = 2, x5 = 3 è ïðîâåðèòü ñèñòåìó.

Íàõîäèì x1 è  x2:

.
11

123
3

11

9
2

11

2
5

11

155

,
11

271
3

11

4
2

11

4
5

11

306

2

1

=⋅+⋅−−=

−=⋅−⋅−+−=

x

x

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

.3;2;5;
11

123
;

11

271





−=à

Ïîäñòàâëÿåì â èñõîäíóþ ñèñòåìó çíà÷åíèÿ: ,
11

271
1 −=x  ,

11

123
2 =x

õ3 = 5, õ4 = 2, õ5 = 3:

.3030;30382457
11

123
12

11

271
5

;1313;13332252
11

123
5

11

271
3

;4343;43352255
11

123
7

11

271
2

==⋅−⋅+⋅+⋅+




−⋅

−=−−=⋅−⋅+⋅+⋅+




−⋅

==⋅−⋅+⋅+⋅+




−⋅

Âûïîëíåíèå òîæäåñòâà äëÿ âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ãîâîðèò î

òîì, ÷òî âåêòîð 




−= 3;2;5;

11

123
;

11

271
à  ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøå-

íèåì èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

1.5. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

1.5.1. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ìàòðèöû

.07
25 


=A
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Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû À:





−

−=


−


=


−


=− λ
λ

λ
λλλ    7

25
0

0
07
25

10
01

07
25ÅA

èëè

,07
2  5,0 =−

−=− λ
λλEA

îòñþäà (5 � λ) · (�λ) � 2 · 7 = 0, èëè λ2 � 5λ � 14 = 0. Êîðíè ýòîãî
óðàâíåíèÿ λ1 = �2 è λ2 = 7 è ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èñïîëüçóåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé





=−
=+−

.07
02)5(

yx
yx

λ
λ

Ïîëàãàÿ λ = λ1 = �2, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïåðâîãî
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà :),( 21 uuu





=+
=+

.027
027

21

21
uu
uu

Îòñþäà 7u1 = �2u2  è  .
7

2
21 uu −=

Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îïðåäåëÿþ-
ùèì ïåðâîå ñîáñòâåííîå íàïðàâëåíèå, ÿâëÿåòñÿ

).7;2(�
7

1
1;

7

2
;

7

2
);( 222221 uuuuuuu =





−=





−=

Ìåíÿÿ u2, áóäåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå âåêòîðû, ëåæàùèå íà îä-
íîé ïðÿìîé (êîëëèíåàðíûå). Âñå îíè � ñîáñòâåííûå.

Ïîëàãàÿ λ = λ2 = 7, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îòûñêà-
íèÿ êîîðäèíàò âòîðîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà );( 21 vvv :





=
=+

.07�7
022�

21

21
vv
vv

Îòñþäà v1 = v2 � îáùåå ðåøåíèå (v2 � ñâîáîäíàÿ, v1 � áàçèñ-
íàÿ ïåðåìåííàÿ).

Âòîðîé ñîáñòâåííûé âåêòîð )1;1();();( 22221 vvvvvv ==  îïðåäå-
ëÿåò âòîðîå ñîáñòâåííîå íàïðàâëåíèå.
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2. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÃÅÎÌÅÒÐÈß

2.1. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ íà ïëîñêîñòè

2.1.1. Íà ïðÿìóþ l: 3x + 2y � 12 = 0, êîòîðàÿ ñïîñîáíà îòðà-
æàòü ëó÷è, ïàäàåò ëó÷, çàäàííûé  óðàâíåíèåì l1: 3x + 4y � 18 = 0.
Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îòðàæåííîãî ëó÷à.

Ðåøåíèå. Òàê êàê óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ ëó÷à,
òî ∠ϕ1 = ∠ϕ2, ò.å. tg ϕ1 = tg ϕ2 (ðèñ. 31).

Óðàâíåíèå îòðàæåííîãî ëó÷à � ïðÿìîé l2 � èùåì â âèäå:

y � yA = k2(x � xA).

Äëÿ  íàõîæäåíèÿ  êîîðäèíàò  òî÷êè  À  ðåøèì  ñèñòåìó óðàâíå-
íèé:





=+
=+

.018�43
012�23

yx
yx

Âû÷èòàÿ, íàéäåì: �2ó + 6 = 0, ó = 3 è 3x = 12 �2ó = 12 � 2 · 3 = 6,
x = 2, ò.å. xA = 2 è yA = 3.

Íàéäåì óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ l è l1:

.
4

3
,

2

9

4

3
,183�4:

;
2

3
,6

2

3
,123�2:

11 −=+−=+=

−=+−=+=

Kxyxyl

Kxyxyl

Ðèñ. 31

A(2; 3)

y

x

l
2

l

l
1

ϕ
2

ϕ
1
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Çàïèøåì òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè l è l1:

.
17

6

2

3

4

3
1

2

3

4

3

1
tg

21

1
1 =






−





−+






−−−

=
+

−=
KK

KKϕ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëîâîãî êîýôôèöèåíòà ïðÿìîé l2 çàïèøåì
òàíãåíñ óãëà ìåæäó ïðÿìûìè l è l2 è ó÷òåì, ÷òî tg ϕ1 = tg ϕ2:

2

2
2 1

tg
KK

KK

+
−

=ϕ    èëè   ,
17

6

2
3

1

2
3

2

2
=






−+

−−

K

K

äàëåå

.
2

3
16

2

3
17 22 





 −=





 −− KK

Îòñþäà .
16

63
2 −=K  Òîãäà èñêîìîå óðàâíåíèå îòðàæåííîãî ëó÷à

èìååò âèä:

)2(
16

63
3 −−=− xy   èëè   63x + 16y � 174 = 0.

2.1.2.  Äàí  òðåóãîëüíèê  ÀBC  ñ  âåðøèíàìè  À(5; 6),  B(4; �5),
C(�4; 5) (ðèñ. 32).

Ðèñ. 32

A(5; 6)

C(�4; 5)
D

B(4; �5)

KE
M

P

y

x0
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Íàéäåì óðàâíåíèÿ âñåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà è èõ óãëîâûå êî-
ýôôèöèåíòû.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÂ:

,
1

5

11

6
;

54

5

65

6
;

−
−=

−
−

−
−=

−−
−

−
−

=
−

− xyxy

xx

xx

yy

yy

AB

A

AB

A

îòñþäà 11 · õ � ó � 49 = 0  èëè ó = 11õ � 49  è óãëîâîé êîýôôèöèåíò
ïðÿìîé ÀÂ ðàâåí: KAB = 11.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÀÑ:

,
9�

5

1�

6
;

54�

5

65

6
;

−=−
−

−=
−
−

−
−

=
−

− xyxy

xx

xx

yy

yy

AC

A

AC

A

îòñþäà

õ � 9ó + 49 = 0  èëè 
9

49

9

1 += xy  è .
9

1=ACK

Óðàâíåíèå ïðÿìîé ÂÑ:

,
8�

5

10

5
;

44�

4

55

5
;

−=+
−

−=
+
+

−
−=

−
− xyxy

xx

xx

yy

yy

BC

B

BC

B

îòñþäà

 5õ + 4ó = 0 èëè xy
4

5−=  è ;
4

5−=BCK

à) âû÷èñëèì âåëè÷èíó âíóòðåííåãî óãëà À òðåóãîëüíèêà:

,9,4
20

98

9

1
111

9

1
11

1
tg ==

⋅+

−
=

⋅+
−

=
ACAB

ACAB

KK

KK
A

îòñþäà ∠À = 78°27′55″ = 1,37 (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01) ðàäèàí;

á) íàéäåì òî÷êó Ì ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí.
Îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòû òî÷åê K è O, äåëÿùèõ ñòîðîíû ÀÂ è

ÂÑ ïîïàëàì:

.0
2

55

2
;0

2

44

2

;
2

1

2

56

2
;

2

9

2

45

2

00 =+−=
+

==−=
+

=

=−=+==+=+=

CBCB

BA
k

BA
k

yy
y

xx
õ

yy
y

xx
õ
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Óðàâíåíèå ìåäèàíû ÑK:

,
4

2
9

4

5
2
1

5
;

+

+=
−

−
−

−
=

−
− xy

xx

xx

yy

yy

CK

C

CK

C

îòñþäà
9õ + 17ó � 49 = 0.

Óðàâíåíèå ìåäèàíû AO:

,
05

0

06

0
;

0

0

0

0

−
−=

−
−

−
−

=
−

− xy

xx

xx

yy

yy

AÀ

îòñþäà
6õ � 5ó = 0.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìåäèàíû ÑK è AO,
íàéäåì êîîðäèíàòû òî÷êè Ì:

0245147

17
5

056
049179

=−
⋅
⋅+





=−
=−+

x

yx
yx

147
245=x  è  ,2

5
6 == xy  ò.å. 







2;
147
245

M ;

â) íàõîäèì òî÷êó Ð ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò CD è AE.
Óðàâíåíèå âûñîòû CD èùåì â âèäå: y � yC = KCD(x � xC) è òàê

êàê ïðÿìàÿ CD ⊥ ïðÿìîé ÀÂ, òî

.
11

11 −=−=
AB

CD K
K

Òîãäà

)4(
11
1

5 +−=− xy    èëè   õ + 11ó � 51 = 0.

Óðàâíåíèå âûñîòû ÀÅ áåðåì â âèäå: y � yÀ = KÀÅ(x � xÀ)  è òàê
êàê ïðÿìàÿ ÀÅ ⊥ ïðÿìîé ÂÑ, òî

.
5

4

4
5

11 =
−

−=−=
BC

AE K
K

Òîãäà

)5�(
5

4
6 xy =−   èëè   4õ � 5ó +10 = 0.
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Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

.
014549

11
5

01054
05111

=−
⋅
⋅+





=+−
=−+

x

yx
yx

Îòñþäà 
49

145=x  è 
49

1070
10

49
145

41045 =+=+= xy  èëè ,
49

214=y

ò.å. 






49
214

;
49

145
P ;

ã) îïðåäåëÿåì äëèíó âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÅ, îïóùåííîé èç
âåðøèíû À íà ñòîðîíó ÂÑ, äëÿ ÷åãî çàïèøåì íîðìàëüíîå óðàâíå-
íèå ïðÿìîé ÂÑ:

0
45

45
22

=
+±

+ yx
 èëè .0

41

45 =
±

+ yx

Òîãäà äëèíà âûñîòû ÀÅ ðàâíà:

;
41

4149

41

49

41

6455

41

45 ==
±

⋅+⋅=
±

⋅+⋅= AA yx
AE

ä) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà íàéäåì ïî ôîðìóëå:

( )

;.)åäêâ.(49)49049(�
2

1

)2524()2020()24�25(�
2

1

65
54

54
54

54
65

2

1

2

1

=−+±=

=−−+−+±=

=




 −+−

−+−±=

=



 ++±=

AA

CC

CC

BB

BB

AA
yx
yx

yx
yx

yx
yx

S

å) íàõîäèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ âíóò-
ðåííþþ îáëàñòü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âìåñòå ñ ãðàíèöàìè.

Èìååì: 11õ � ó � 49 = 0 � óðàâíåíèå ÀÂ,
5õ + 4ó = 0 � óðàâíåíèå ÂÑ,
õ � 9ó + 49 = 0 � óðàâíåíèå ÀÑ.
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Áåðåì  ëþáóþ  òî÷êó,  ëåæàùóþ  âíóòðè  òðåóãîëüíèêà  ÀÂÑ,
íàïðèìåð, òî÷êó (1; 1) è ïîäñòàâëÿåì åå êîîðäèíàòû â ëåâóþ ÷àñòü
óðàâíåíèé  ñòîðîí:  11 · 1 � 1 � 49 = �39 <0;  5 · 1 + 4 · 1 = 9 > 0;
1 � 9 · 1 + 49 = 41 > 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èìååò
âèä:







≥+−
≥+

≤−−

.0499
,045

,04911

yx
yx
yx

2.2. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè

2.2.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòîðîé
îòíîøåíèå  ðàññòîÿíèÿ  äî  òî÷êè  F (2; 4)  ê  ðàññòîÿíèþ  äî  ïðÿ-
ìîé l : x = �4  ðàâíî 2. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå ëèíèè ê êàíîíè÷åñêî-
ìó  âèäó è îïðåäåëèòü âèä ýòîé êðèâîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Ì (õ; ó) � òåêóùàÿ òî÷êà ëèíèè. Èç òî÷êè Ì
îïóñêàåì  ïåðïåíäèêóëÿð  íà  ïðÿìóþ  õ  =  �4,  êîòîðûé  ïåðåñåêà-

åòñÿ  ñ  íåé  â  òî÷êå  N  (�4;  y).  Ïî  óñëîâèþ  çàäà÷è: ,2=
MN

MF
 èëè

| MF | = 2| MN |.

Òîãäà

2222 )()(2)()( NMNMFMFM yyxxyyxx −+−=−+−

èëè

.)()4(2)4()2( 2222 yyxyx −++=−+−

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è äåëàÿ ïðèâåäåíèå ïî-
äîáíûõ ÷ëåíîâ, ïîëó÷àåì:

3õ2 + 36õ + 60 � (ó � 4)2 = 0.

Êîýôôèöèåíò ïðè õ2 äåëàåì ðàâíûì åäèíèöå, äëÿ ÷åãî âñå óðàâ-
íåíèå äåëèì íà 3:

.0)4(
3

1
2012 22 =−−++ yxx
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Ìíîãî÷ëåí, çàâèñÿùèé îò õ, çàïèñûâàåì êàê ïîëíûé êâàäðàò:

 õ2 + 12õ = õ2 + 2 · õ · 6 = õ2 + 2 · õ · 6 + 36 � 36 = (õ + 6)2 � 36.

 Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:

,0)4(
3

1
2036)6( 22 =−−+−+ yx

äàëåå

,16)4(
3
1

)6( 22 =−+ − yx

èëè, äåëÿ íà 16, èìååì:

1
48

)4(

16

)6( 22

=−−+ yx

Ââîäÿ íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò:




−=
+=

,4
6

yY
xX

ïðèâåäåì óðàâíåíèå ëèíèè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

.1
)34(4 2

2

2

2

=− YX

Ýòî åñòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ,1=
n

m
 òî ïðèäåì ê êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

ïàðàáîëû Y 2 = 2pX, à åñëè ,1<
n

m
 òî ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå ýëëèïñà:

.1
2

2

2

2

=+
b

Y

a

X
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2.3. Ïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå

2.3.1.  Ïèðàìèäà   SABC   çàäàíà   âåðøèíàìè:   S (2;  4;  6),
À (3; �4; �2), Â (�4; 3; �4), Ñ (�4; �2; �6):

à) óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ÀÂÑ èùåì â âèäå:

E (x � xA) + F (y � yA) + G (z � zA) = 0,

ãäå âåêòîð },,{ GFEn =  � íîðìàëüíûé âåêòîð ê ïëîñêîñòè ÀÂÑ.

Åãî ìû íàéäåì èç âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ .ACABn ×=  Ïðåæäå
âñåãî íàõîäèì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

}2,7,7{)}2(�4�);4(��3;3�4{�

};;{

−−=−=
=−−−= ABABAB zzyyxxAB

è

}.4;2;7{}26;42;34{ −−=+−+−−−=AC

Òîãäà

.351424

27
77

47
27

42
27

427
277

kji

kji
kji

ACABn

⋅+−⋅−=

=−
−+−−

−−−−
−=

−−
−−=×=

Ñëåäîâàòåëüíî, }.35;14;24{ −−=n  Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè

�24(õ � 3) + (�14)(ó + 4) + 35(z + 2) = 0
èëè

24õ + 14ó � 35z � 86 = 0;

á) óãîë â ðàäèàíàõ ìåæäó ðåáðîì SC  è ãðàíüþ ÀÂÑ íàéäåì

êàê óãîë ìåæäó âåêòîðîì }12;6;6{}66;24;42{ =+++=CS  è ïëîñ-
êîñòüþ ÀÂÑ ïî ôîðìóëå

.29238,0
1997216

192

126635)14()24(

)1235614624(

||
sin

222222

=
⋅

=

=
++⋅+−+−

⋅+⋅−⋅−=
⋅

⋅
=Θ

CSn

nCS

Îòñþäà Θ = 16°59′52″ = 0,297 ðàäèàí (ñ òî÷íîñòüþ äî 0,001);
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â) ïëîùàäü ãðàíè ÀÂÑ íàéäåì ïî ôîðìóëå

åä.) (êâ.   1997
2

1
35)14()24(�

2

1
||

2

1

2

1 222 =+−+==×= nACABS ;

ã) óðàâíåíèå âûñîòû SK, îïóùåííîé èç òî÷êè S íà ãðàíü ÀÂÑ,
èùåì â âèäå:

,
n

zz

m

yy

l

xx sss −=−=−

ãäå âåêòîð };;{ nmlP  èìååò òàêèå æå êîîðäèíàòû êàê è âåêòîð
}35;14;24{ −−=n , òàê êàê ýòè âåêòîðû êîëëèíåàðíû.

Òîãäà:

35

6

14

4

24

2 −=
−

−=
−

− zyx

åñòü óðàâíåíèå âûñîòû SK.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû âûñîòû SK çàïèøåì íîðìàëüíîå óðàâ-

íåíèå ïëîñêîñòè ÀÂÑ

0
)35(1424

86351424
222

=
−++

−⋅−⋅+⋅ zyx

èëè

.0
1997

86351424 =−⋅−⋅+ zyx

Òîãäà äëèíà âûñîòû SK îïðåäåëÿåòñÿ êàê

;
1997

1997192

1997

86635414224

1997

86351424

⋅=

=−⋅−⋅+⋅=
−⋅−⋅+⋅

= sss zyx
SK

ä) îáúåì ïèðàìèäû SABC îïðåäåëÿåì ñ ïîìîùüþ ñìåøàííî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ:

.
6

1
ASACABV ⋅⋅±=
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Ðèñ. 33

y

4

x4

Íàéäåì
},8;8;1{}26;44;32{ −=++−=AS

òîãäà

( )
).åä.êóá.(32192

6

1
)392224411228112(

6

1

8)7(78)4)(7()1)(2)(2(8)7)(2()1()4(7827
6

1
81
27
77

881
427
277

6

1

=⋅±=+−−++−±=

=⋅−⋅−−−−−−−⋅−−+−⋅−⋅+⋅⋅−±=

=
−
−
−

−
−−
−−

±=V

3. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

3.1. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

3.1.1. Ñ  ïîìîùüþ  îïåðàöèé  ñìåùåíèÿ,  ðàñòÿæåíèÿ  è  îòðà-

æåíèÿ  ãðàôèêîâ  ôóíêöèé  y  =  x2  è  
x

y
1=   ïîñòðîèòü  ãðàôèêè

ôóíêöèé:

à) y = | x2 � 2 · 4x + 12 |.
Ïîä ìîäóëåì âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò:

y = | (x � 4)2 � 4 |.

Ñòðîèì  ãðàôèê  ôóíêöèè  y  =  x2,  ñìåùàåì  åãî  íà  4  åä.
âïðàâî  ïî  îñè  Îõ  �  ó = (õ � 4)2,  ýòîò  ãðàôèê  ñìåùàåì  íà  4  åä.
âíèç � ó = (õ � 4)2 � 4 è òó ÷àñòü ãðàôèêà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïîä
îñüþ Îõ îòîáðàæàåì îòíîñèòåëüíî îñè Îõ, ïîëó÷àåì ãðàôèê ôóí-
êöèè y = | (x � 4)2�4 | (ðèñ. 33).
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Ðèñ. 34

y

x

á) 
x

x
y

−
+=

3
13

   Âûäåëÿåì   öåëóþ   ÷àñòü   
x

y
−

+−=
3

10
3    èëè

.
3

10
3

−
−=+

x
y  Ñòðîèì êðèâóþ ,

10
x

y =  îòîáðàæàåì åå îòíîñèòåëü-

íî îñè Îõ  � ,
10
x

y −=  ñìåùàåì íà 3 åä. âïðàâî è íà 3 åä. âíèç,

ïîëó÷àåì ãðàôèê ôóíêöèè 
3

10
3

−
−=+

x
y  èëè 

x
x

y
−
+=

3
13

 (ðèñ. 34).

3.2. Ïðåäåëû, íåïðåðûâíîñòü è ðàçðûâû ôóíêöèé

3.2.1. Íàéòè ïðåäåëû ôóíêöèé:

à) 


 +−−−−
±∞→

3712lim 22 xxxx
x

 (íåîïðåäåëåííîñòü ∞ � ∞).

Ðåøåíèå. Óìíîæèì è ðàçäåëèì ðàññìàòðèâàåìîå âûðàæåíèå

íà 


 +−+−− 3712 22 xxxx :

=
+−+−−

−=
+−+−−

−+−−−=

=
+−+−−




 +−+−−


 +−−−−

±∞→±∞→

±∞→

3712

45
lim

3712

3712
lim

3712

37123712
lim

2222

22

22

2222

xxxx

x

xxxx

xxxx

xxxx

xxxxxxxx

xx

x

�3

3
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(íåîïðåäåëåííîñòü ;
∞

±∞
 ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ðàçäåëèì íà õ è

ïðè ýòîì ïåðåä lim ñòàâèì çíàê «±»)

;
2

5

11

5

37
1

12
1

4
5

lim

22

±=
+

±=
+−+−−

−
±=

±∞→

xxxx

x
x

á)

.ííîñòüíåîïðåäåëå  � 
0

0

42224

822028

424

8208
lim

22

2 









=

+⋅−⋅
+⋅−⋅=

+−
+−

→ xx

xx
x

Ìíîãî÷ëåí â ÷èñëèòåëå ðàñêëàäûâàåì íà ìíîæèòåëè è ÷èñëè-

òåëü è çíàìåíàòåëü óìíîæèì íà  ( ):424 ++ õõ

( )
( ) ( )

( )

( )
;224

2

1
2216

2

1
lim82442224

)2(2

2
1

)2(

lim8

424lim
424

2

1
)2(

lim8

424424

424
2
1

)2(8

lim
424

8208
lim

22

22

2

2

2

=




 −⋅=

=




 −⋅=+⋅+⋅⋅

−






 −−

=

=++⋅
−−






 −−

=

=
++⋅+−

++




 −−

=
+−
+−

→→

→→

→→

x
x

xx

xx
xx

xx

xxxx

xxxx

xx

xx

xx

xx

xx

â)
 

=




 =

−
−=

−
−=

−
−

→
ííîñòüíåîïðåäåëå�

0

0

11

11

0cos1

0cos0cos

4cos1

6cos2cos
lim

0 x

xx
x

(â ÷èñëèòåëå ïðèìåíÿåì ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû â ïðîèç-
âåäåíèå, à â çíàìåíàòåëå � ôîðìóëó ïîëîâèííîãî àðãóìåíòà)

.2
2

4

2

4
lim

2sin

4sin
lim

2sin

2sin4sin
lim

2sin2

)2sin(4sin2
lim

002020
====⋅=−⋅−=

→→→→ x

x

x

x

x

xx

x

xx
xxxx

Çàìåíèëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ýêâèâàëåíòíûìè
áåñêîíå÷íî ìàëûìè: sin 4x ~ 4x; sin 2x ~ 2x;
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ã) ⇒






+
−=







+
−+=







+
−

∞→∞→∞→

x

x

x

x

x

x xx

x

x

x
222

12

2
1lim

12

2)12(
lim

12

12
lim

Îáîçíà÷èì òåïåðü ,
12

2

+
−=

x
α  îòêóäà  ,1

2
2 −−=

α
x  ïðè÷åì ïðè

õ → ∞ èìååì α → 0.
Òîãäà

;1)()01()1(lim

)1(lim)1(lim)1(lim

221
2

0

1

00

1

0

1

22

−−−
−

→

−
→

−

→

−−

→

=⋅=+⋅




 +=

=+⋅+=+⇒

eeα

αα

α

ααα

α

ααα

 ä)
 

.ííîñòüíåîïðåäåëå � 1)2(cos)2(coslim 4ctg4ctg 22




 === ∞

→

π
π

πx

x
xC

Ïîëàãàåì cos 2x = 1 + α (x),  ãäå 0)(lim =
→

x
x

α
π

 è ñëåäîâàòåëüíî,

xxxx

xx

x

xx

x

xx

x

ee

exC

4ctg)12(coslim4ctg)(lim

4ctg)(
4ctg)(

22

2

2

)(
1

lim))(1(lim

⋅−⋅

⋅

→

⋅

→

→→ ==

==





+=

ππ

α

α

α
π

α

π
α

Âû÷èñëÿåì:

.
4sin

sin
lim4cos2

4sin

sin
lim4coslim2

4sin

4cos
)sin2(lim4ctg)12(coslim

2
2

2

2
2

2

2
22






⋅−=⋅−=

=⋅−=⋅−=

→→→

→→

x

x

x

x
x

x

x
xxxÀ

xxx

xx

πππ

ππ

π

Ïóñòü  t = x � π,  îòñþäà  x = π + t   è,  åñëè  x → π,  òî  t → 0.
Òîãäà

.
8

1
)11(

8

1

sin
lim

sin
lim

16

1
2

4

1

4sin

4sin
lim2

4sin

sin
lim2

4sin

sin
lim2

)(4sin

)sin(
lim12

2
2

00

2

0

2

0

2

0

2

0

−=⋅−=





⋅⋅−=

=




 ⋅−=





−=

=




 −−=





+

+⋅−=

→→

→→

→→

β
β

π
π

βt

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t

t
A

t

tt

tt
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Ïîëîæèëè  β = 4t  è,  åñëè  t → 0,  òî  β  → 4 · 0 → 0.  Èìååì

8

1−
== eeC A  îêîí÷àòåëüíî .)2(coslim 8

1
4ctg2 −

→
= ex x

x π
3.2.2. Îïðåäåëèòü õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà èëè óñòàíîâèòü íå-

ïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f (x) â òî÷êàõ  õ1 = 0 è õ2 = 2. Ñõåìàòè÷åñêè
èçîáðàçèòü ïîâåäåíèå f (x) â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê:

à) 






∞<<
≤≤−
<<∞−+

=
.2ïðè4
,20ïðè)2(
,0ïðè)2(2

)( 2

xx
xx
xx

xf

Â òî÷êå õ = 0 ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíàÿ, ò.ê.

.4)2(lim)(lim4)2(2lim)(lim 2

0000
=−===+=

+→+→−→−→
xxfxxf

xxxx

Â  òî÷êå  õ = 2  ôóíêöèÿ  f(x)  èìååò  ðàçðûâ  1-ãî  ðîäà,  ò.ê.

0)202()2(lim)(lim 22

0202
=−−=−=

−→−→
xxf

xx
  è   ==

+→+→
xxf

xx
4lim)(lim

0202

= 4(2 +0) = 8, ò.å. )(lim)(lim
0202

xfxf
xx +→−→

≠  (ðèñ. 35).

Ðèñ. 35

f(x)

8

4

0 2 x
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á) 
22

4
)(

2

−
=

x

xf .

.0
4

22

4

22

4

22

4
lim

,2
20

4

22

4

22

4

22

4
lim

0
22

0
22

0

0

=
∞

=
−

=
−

=
−

=

−=
−

=
−

=
−

=
−

=

∞+→

∞−−→ −

x

x

x

x

Â òî÷êå õ = 0 èìååì ðàçðûâ 1-ãî ðîäà.

.�
0�

4

22

4

22

4
lim

,
0

4
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Â òî÷êå õ = 2 èìååì ðàçðûâ 2-ãî ðîäà.
Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè
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3.3. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé

3.3.1. Íàéòè ïðîèçâîäíûå  y ′(x) ôóíêöèé:

à) 
6

53 8
3

1





 ++= xxy .

Ïðè  íàõîæäåíèè  ïðîèçâîäíîé  y ′  ïðèìåíèì  òåîðåìû  î  ïðî-
èçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, î ïðîèçâîäíîé ñòåïåííîé ôóíêöèè,
î  ïðîèçâîäíîé  îò  àëãåáðàè÷åñêîé  ñóììû  ôóíêöèé,  î  âûíîñå
ïîñòîÿííîé  âåëè÷èíû  çà  çíàê  ïðîèçâîäíîé:  (ñ · f (x))′ = c · f ′ (x)
è î ïðîèçâîäíîé îò ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû: (ñ)′ = 0:
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xy =  Ïðèìåíÿÿ òåîðåìû î ïðîèçâîäíîé îò ñëîæíîé ôóí-
êöèè è î ïðîèçâîäíîé îò ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì:
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Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ:
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ä) y = (2x)sin3x. Çäåñü îñíîâàíèå è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàâèñÿò
îò õ. Ëîãàðèôìèðóÿ, ïîëó÷èì:

ln y = sin 3x · ln 2x

Äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî õ. Òàê êàê

ó ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé õ, òî ln y åñòü ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ õ è .)(ln
y

y
y

′
=′
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è îêîí÷àòåëüíî

;3sin
1

2ln3cos3)2( 3sin 




 +⋅=′ x

x
xxxy x

å) .6
3

223 =−+

y

x
e yx  Ôóíêöèÿ çàäàíà íåÿâíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàé-

òè ó ′, ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî õ, ñ÷èòàÿ ó ôóí-
êöèåé îò õ, à çàòåì ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ó′ :
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Ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

3ó2 · å3x + 2y(3 + 2ó ′ ) � 2(y � xó ′ ) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì
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eyx

eyy
y +
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,424ln
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tty

Çäåñü ôóíêöèÿ ó àðãóìåíòà õ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâ-
íåíèÿìè è òîãäà:
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3.4. Ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé

3.4.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé 
23

23

−
+=

x

x
y

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé 3õ + ó + 3 = 0.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Ì (x0; y0) � êîîðäèíàòû òî÷êè êàñàíèÿ êàñà-

òåëüíîé è êðèâîé. Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé âûáèðàåì â âèäå:

y � y0 = kkac. · (x � x0).
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Òàê êàê êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 3õ + ó + 3 = 0, óãëî-
âîé êîýôôèöèåíò êîòîðîé kïð. = �3, òî kkac. = kïð. = �3.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ:

.
)23(
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 Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ ó′ â òî÷êå êàñàíèÿ (x0; y0) ÷èñëåííî ðàâ-
íà óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó êàñàòåëüíîé, òî

,3
)23(

12
)( .2

0
0 −==

−
−=′ kacK

x
xy

îòñþäà

�12 = �3(3õ0 � 2)2 è .0129 0
2
0 =− xx

Ïîëó÷àåì

õ01 = 0, ,
3

4
02 =x

òîãäà

1
203

203
01 −=

−⋅
+⋅=y  è .3

2
3
4

3

2
3
4

3

02 =
−⋅

+⋅
=y

Èìååì äâå òî÷êè êàñàíèÿ Ì1 (0; �1) è ,3;
3

4
2 







M  ñîîòâåòñòâåííî

êîòîðûì çàïèøåì äâà óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ: ó + 1 = �3(õ � 0),
îòñþäà

3õ + ó + 1 = 0 è ,
3

4
33 





 −−=− xy

 îòñþäà
3õ + ó � 7 = 0.

3.4.2.  Íàéòè  íàèáîëüøåå  è  íàèìåíüøåå  çíà÷åíèÿ  ôóíêöèè
 f (x) = 2x3 + 3x2 � 36x  + 1 íà îòðåçêå [1; 11].

Ðåøåíèå.  Äàííàÿ  ôóíêöèÿ  íåïðåðûâíà  íà  [1;  11].  Íàõîäèì
f ′(x) = 6x2 + 6x � 36 = 0. Ïîëàãàÿ ó′ = 0, èìååì x2 + x � 6 = 0,
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îòñþäà ïîëó÷àåì äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè: x1 = �3 è x2 = 2. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè íà çà-
äàííîì îòðåçêå äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü åå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îò-
ðåçêà è â òî÷êå õ = 2, òàê êàê òî÷êà õ = �3 íå ïðèíàäëåæèò îòðåçêó
[1; 11]. Ïîëó÷èì:

f (1) = 2 · 1 + 3 · 1 � 36 + 1 = �30,

 f (2) = 2 · 23 + 3 · 22 � 36 · 2 + 1 = �43,

f (11) = 2 · 113 + 3 · 112 � 36 · 11 + 1 = 2630.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíîå (�43),
äîñòèãàåòñÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå õ = 2, à íàèáîëüøåå ðàâíî 2630 �
íà ïðàâîì êîíöå îòðåçêà, â òî÷êå õ = 11.

3.4.3. Èññëåäîâàòü ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ
è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè:

.
4)3(

)3(
)(

2

3

−−
−=

x

x
xf

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

(õ � 3)2 � 4 ≠ 0;  (õ � 3)2 ≠ 4; õ � 3 ≠ ±2;  õ ≠ 5,  õ ≠ 1.

Îáëàñòü  îïðåäåëåíèÿ  �  âñÿ  îñü  Îõ  çà  èñêëþ÷åíèåì  òî÷åê
õ = 5 è õ = 1.

2. Òî÷êè ðàçðûâà è èíòåðâàëû íåïðåðûâíîñòè.
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x

x

Òî÷êè ðàçðûâà õ = 5 è õ = 1. Èíòåðâàëû íåïðåðûâíîñòè (�∞; 1),
(1; 5), (5; ∞).

3. Ñëåâà  îò  òî÷åê  ðàçðûâà  õ = 1 è õ = 5 ôóíêöèÿ  f (x) → �∞,
à ñïðàâà � f (x) → +∞.

Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû: x = 1 è x = 5.
4. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ñ îñüþ Îõ : ó = 0,

òîãäà ,0
4)3(

)3(
2

3

=
−−

−
x

x
 îòñþäà x = 3.
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Ñ îñüþ Îó : õ = 0, òîãäà .
5

27

4)30(

)30(
)(

2

3

−=
−−

−=xf

Ïîëó÷èì òî÷êè: 




 −

5

27
;0  è (3; 0).

5. Ñèììåòðèÿ ãðàôèêà.

x = 4, òîãäà .
3

1

4)34(

)34(
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x = �4, òîãäà .
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Òàê êàê  f (4) ≠ f (�4), òî ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà.

6. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ
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Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

ó′ = 0   èëè   ,0
)4)3((

)36()3(
22

22

=
−−

−−−
x

xxx

îòñþäà

 ,3231 −=x  ,3232 +=x  õ3 = 3.

Èññëåäóåì çíàêè ó′ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

x
•

¿ max ×    × min ¿ó ′

323 −                   3              323 +
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x•
× ¿ × ¿

1            3            5

y″
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)4)38((
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Â èíòåðâàëàõ ]323;( −−∞  è );323[ ∞++  ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò,
â èíòåðâàëå ]323;5()5;1()1;323[ +∪∪−  ôóíêöèÿ óáûâàåò.

Òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó 323 −=x  ïðîèçâîäíàÿ ìå-
íÿåò çíàê ñ «+» íà «�», òî ýòî òî÷êà max.  Òî÷êà  323 +=x  áóäåò
òî÷êîé min, òàê êàê ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç íåå ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò
çíàê ñ «�» íà «+».  Íàéäåì:

.33
4)3323(

)3323(
)323(

,33
4)3323(

)3323(
)323(

2

3

min

2

3

max

=
−−−

−+=+

−=
−−−

−−=−

y

y

 7. Äëÿ îòûñêàíèÿ èíòåðâàëîâ âûïóêëîñòè è âîãíóòîñòè è òî-
÷åê ïåðåãèáà íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ:
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Èç óñëîâèÿ y″ = 0 èìååì õ � 3 = 0  èëè õ = 3. Óñëîâèþ y″ = ∞
ñîîòâåòñòâóåò õ = 1 è õ = 5 (òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè). Íàíîñèì
ýòè òðè òî÷êè íà ÷èñëîâóþ îñü è èññëåäóåì çíàê âòîðîé ïðîèç-
âîäíîé íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ:

• •
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Â èíòåðâàëàõ (�∞; 1) è [3; 5) ãðàôèê ôóíêöèè � âûïóêëûé, à â
èíòåðâàëàõ (1; 3] è (5; ∞) � âîãíóòûé. Â òî÷êå õ = 3 ãðàôèê ôóíê-
öèè ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè è òàê êàê f(3) = 0, òî òî÷êà
(3; 0) åñòü òî÷êà ïåðåãèáà.

8. Íàêëîííóþ àñèìïòîòó èùåì â âèäå:

y = kx + b,

ãäå
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Ñëåäîâàòåëüíî, íàêëîííàÿ àñèìïòîòà èìååò âèä: ó = õ � 3.

9. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè (ðèñ. 37).

Çàìå÷àíèå. Ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ t = x � 3,  ìîæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ôóíêöèþ ,
42

3

−
=

t

t
y  èññëåäîâàòü è ïîñòðîèòü åå ãðà-

ôèê, à çàòåì ïåðåíåñòè îñü Îf(x) íà 3 åä. âëåâî è âìåñòî îñè Ît
íàïèñàòü îñü Îõ.
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3.5. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3.5.1. Îòäåëèòü ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ 4x � cos 2x = 0
è ðåøèòü åãî ïðèáëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ ε = 0,01:

à) ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïàëàì;
á) ìåòîäîì Íüþòîíà (ìåòîä êàñàòåëüíûõ).

Ïðèìå÷àíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü ε  äîñòèãíóòà, åñëè
ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè xk + 1 è xk  óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó | xk + 1 � xk | < ε .

à) Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

f(x) = 4x � cos 2x = 0,

ãäå ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà 





4
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π
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Äåëèì 
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á) Îòäåëÿåì ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

f(x) = 4x � cos 2x = 0

ìåòîäîì Íüþòîíà.
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Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùåå ðåøåíèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî èñêîìûé êî-

ðåíü íàõîäèòñÿ íà 





8
;

16

ππ
, èìååì:

f ′ (x) = 4 + 2sin 2x

f ″ (x) = 4cos 2x.

Îòñþäà f ′ (x) > 0 è f ″ (x) > 0 ïðè .
816

ππ ≤≤ x  Òàê êàê äîëæíî

áûòü f (x0) · f ″ (x0) > 0, òî çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïðèíèìàåì

,
80
π=x  èáî .0864,0cos4

488
>=−⋅=





 πππ

f  Âû÷èñëåíèå ïðîèçâî-

äèì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

n xn f (xn) f ′ (xn)

0 0,864 5,414 �0,159

1 0,234 0,044 4,902 �0,009

2 0,225 �0,0004 4,870 �0,00008

Íàõîäèì ,414,5786,0sin24)(
80 =+=′=′ 





 π

fxf   çàòåì h0.

Âû÷èñëÿåì
x1 = x0 + h = 0,393 � 0,159,

f (x1) = f (0,234) = 4 · 0,234 � cos 0,468 = 0,044,

 çàòåì f ′(x1) è h1. Äàëåå îïðåäåëÿåì

x2 = x1 + h = 0,225,

 f (x2) è f ′ (x2). Òàê êàê | x2 � x1 | = | 0,225 � 0,234 | = 0,009 < ε  = 0,01,
òî çà ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ïðèíèìàåì 0,225.
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Ðàçäåë 3

ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

3.1. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

3.1.1. Ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ
è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Â äèôôåðåíöèàëüíîì èñ÷èñëåíèè ïî çàäàííîé ôóíêöèè F(x)
íàõîäÿò åå ïðîèçâîäíóþ f (x) = F ′ (x). Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõî-
äèòñÿ ðåøàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó: òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ
F(x), çíàÿ åå ïðîèçâîäíóþ f (x). Ôóíêöèþ F(x) â ýòîì ñëó÷àå íàçû-
âàþò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f (x).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F(x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ
ôóíêöèè f (x), åñëè ïðîèçâîäíàÿ F(x) ðàâíà f (x), ò.å.

F ′ (x) = f (x) èëè dF(x) = f (x)dx.

Ïðèìåð. Ïóñòü èìååì ôóíêöèþ f (x) = 2õ. Ôóíêöèÿ F(x) = x2

ÿâëÿåòñÿ  ïåðâîîáðàçíîé  äëÿ  f (x),  ò.ê.  (x2)′ = 2x.  Íî  ôóíêöèÿ
F(x) = x2 + 1 òîæå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè f (x), òàê êàê
(x2 + 1)′ = 2õ, è âîîáùå � ëþáàÿ ôóíêöèÿ F(x) = x2 + Ñ (ãäå Ñ �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f (x). Òàêèì îá-
ðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ, ïðè÷åì
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå èç íèõ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà
íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Òåîðåìà 1 (î äâóõ ïåðâîîáðàçíûõ). Åñëè F1(x) è F2(x) � äâå
ïåðâîîáðàçíûå ôóíêöèè f (x) íà îòðåçêå [a, b], òî ðàçíîñòü ìåæäó
íèìè ðàâíà ïîñòîÿííîìó ÷èñëó.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè íàéäåíà êàêàÿ-ëèáî ïåðâî-
îáðàçíàÿ F(x) äëÿ ôóíêöèè f (x) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå (êîíå÷-
íîì èëè áåñêîíå÷íîì), òî ëþáàÿ äðóãàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ýòîé ôóí-
êöèè ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå

F(x) = F(x) + C,
ãäå C = const.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f (x) íàçû-
âàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f (x) è îáîçíà÷àåò-

ñÿ ñèìâîëîì If (x)dx. Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ èìååì:

∫ += ,)()( CxFdxxf

ãäå F(x) � êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ; C = const; õ � íåçàâèñèìàÿ
ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ; f (x) � ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ;

f (x)dx � ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå; I � çíàê èíòåãðàëà.

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ åå
èíòåãðèðîâàíèåì.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ãðàôèê
ïåðâîîáðàçíîé F(x) íàçûâàþò èíòåãðàëüíîé êðèâîé. Â ñèñòåìå êî-
îðäèíàò õ0ó ãðàôèêè âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ îò äàííîé ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâëÿþò ñåìåéñòâî êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîé
Ñ è ïîëó÷àåìûõ îäíà èç äðóãîé ïóòåì ïàðàëëåëüíîãî ñäâèãà âäîëü
îñè 0ó. Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðåííîãî âûøå, èìååì:

∫ += .2 2 Cxxdx

Ñåìåéñòâî ïåðâîîáðàçíûõ (õ2 + Ñ) ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðå-
òèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïàðàáîë.

Åñëè èç ñåìåéñòâà ïåðâîîáðàçíûõ íóæíî íàéòè îäíó, òî çàäà-
þò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëèòü ïîñòîÿí-
íóþ Ñ. Îáû÷íî ñ ýòîé öåëüþ çàäàþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ïðè çíà-
÷åíèè àðãóìåíòà õ = õ0 ôóíêöèÿ èìååò çíà÷åíèå F(x0) = ó0.

Ïðèìåð. Òðåáóåòñÿ íàéòè òó èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè ó = 2 õ,
êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 3 ïðè õ0 = 1.

Ðåøåíèå. ∫ ==++= .2;31;2 22 ÑÑCxxdx

Èñêîìàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ: F(x) = x2 + 2.

Òåîðåìà 2 (î ñóùåñòâîâàíèè íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà).
Åñëè  ôóíêöèÿ  f (x)  íåïðåðûâíà  íà  îòðåçêå  [a, b],  òî  äëÿ  ýòîé

ôóíêöèè  ñóùåñòâóåò  íåîïðåäåëåííûé  èíòåãðàë  íà  ýòîì  æå  îò-
ðåçêå.
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3.1.2. Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

1. ( ) ).()( xfdxxf =
′

∫
2. ( ) ,)()( dxxfdxxfd =∫
3. .)()( CxFxdF +=∫
4. ∫ ∫= .)()( dxxfkdxxfk

5. ∫ ∫ ∫+=+ .)()()]()([ dxxdxxfdxxxf ϕϕ

Â èíòåãðàëüíîì èñ÷èñëåíèè íåò îáùåãî ïðèåìà íàõîæäåíèÿ
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìåòîäîâ, êî-
òîðûå äàþò âîçìîæíîñòü ñâåñòè çàäàííûé èíòåãðàë ê òàê íàçûâà-
åìîìó òàáëè÷íîìó. Ïðèåì, êîãäà çàäàííûé èíòåãðàë ìîæíî ñðà-
çó âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ åãî ñâîéñòâà è òàáëèöó îñíîâíûõ èíòåã-
ðàëîâ, íàçûâàþò íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.

Òàáëèöû îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ ïðèâåäåíû â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàçäåëàõ ó÷åáíèêîâ, èõ íåîáõîäèìî âûó÷èòü íàèçóñòü.

1. ∫ −≠+
+

=
+

,1,
1

1

nC
n

x
dxx

n
n ãäå Ñ = const.

2. ∫∫ ≠>+=+= .1,0,
ln

, aaC
a

a
dxaCedxe

x
xxx

3. .||ln Cx
x

dx +=∫
4. ∫ +−= .cossin Cxdxx

5. ∫ += .sincos Cxdxx

6. .tg
cos2

Cx
x

dx +=∫
7. .ctg

sin2
Cx

x

dx +−=∫
8.

.tgarc
1

,tgarc
1

22

2

C
a

x

axa

dx

Cx
x

dx

+=
+

+=
+

∫
∫
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9.

.sarc

,sin
1

22

2

C
a

x
in

xa

dx

Cxarc
x

dx

+=
−

+=
−

∫

∫

10. .ln
2

1
22

C
ax

ax

aax

dx +
+
−=

−∫

11. .ln 22

22
Caxx

ax

dx +±+=
±

∫
Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òåñíóþ ñâÿçü ýòîé òàáëè-

öû ñ òàáëèöåé ïðîèçâîäíûõ (çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííî-
ãî èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ïî îòíîøåíèþ ê çàäà÷å íàõîæäå-
íèÿ ïðîèçâîäíîé). Ïðîöåññ èíòåãðèðîâàíèÿ (íàõîæäåíèÿ íåîïðå-
äåëåííîãî èíòåãðàëà) ïî ñðàâíåíèþ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
(íàõîæäåíèåì ïðîèçâîäíîé) ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíûå
òðóäíîñòè. Ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî-
áû â òàáëèöå ïðîèçâîäíûõ íàéòè ïîäõîäÿùóþ ôîðìóëó, èñõîäÿ
èç êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ïðàâèë äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ
èñêîìàÿ ïðîèçâîäíàÿ çàäàííîé ôóíêöèè. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè æå
íåò êàêîãî-ëèáî îáùåãî ïðèåìà âû÷èñëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ èí-
òåãðàëîâ. Èìååòñÿ ëèøü ðÿä ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ñâåñòè äàí-
íûé èíòåãðàë ê òàáëè÷íûì. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî äàííîãî èíòåã-
ðàëà íóæíî ñóìåòü íàéòè ïîäõîäÿùèé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðî-
ãî ïðåîáðàçîâàòü äàííûé èíòåãðàë ê òàáëè÷íîìó âèäó, à çàòåì
íàéòè åãî ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå òàáëèöû èíòåãðàëîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòåéøèå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ èíòåã-
ðàëîâ.

3.1.3. Èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ ,)( dxxf  íå ÿâëÿþùèé-

ñÿ òàáëè÷íûì. Ââåäåì âìåñòî õ íîâóþ ïåðåìåííóþ t, ñâÿçàííóþ ñ
õ çàâèñèìîñòüþ õ = ϕ(t), ãäå ϕ(t) � äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà dx = ϕ′(t)dt  è
áóäåò èìåòü ìåñòî ôîðìóëà:

∫ ∫ ′= .)()]([)( dtttdxxf ϕϕ (3.1)
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Âûðàæåíèå (3.1) íàçûâàþò ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé.
Ñóùåñòâóåò  äðóãîé  ñïîñîá  çàìåíû  ïåðåìåííîé  èíòåãðèðî-

âàíèÿ.
Åñëè ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, óìíîæåí-

íàÿ íà ïðîèçâîäíóþ, ò.å. ∫ ′ ,)()]([ dxxxf ϕϕ  òî óäîáíî ñäåëàòü çà-

ìåíó u = ϕ(õ), du = ϕ′(õ)dx, è òîãäà áóäåì èìåòü:

∫ ∫=′ .)()()]([ duufdxxxf ϕϕ (3.2)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (3.1) è (3.2) ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî îáî-
çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 3.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë .
cos

tg
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x

x∫
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Ïîëó÷èì òàáëè÷íûé èíòåãðàë ,43
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1
Ctdtt +⋅=∫  ãäå Ñ � ïðîèç-

âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðîèçâîäÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé,
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ðàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 3.2.  Íàéòè èíòåãðàë ∫ +
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1
2

1

1)1(
2

1
22

11 22

2

2

2

2

CxxCtt

t

dt
dtdt
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t
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t

t
tdt

t

t
dx

x

x

+−=+−=

=





+
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−+=

+
=

+
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+ ∫∫∫∫∫ ∫
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Ïðèìåð 3.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ +
.

1 4x

xdx
 Ââåäåì íîâóþ ïåðå-

ìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ u = x2. Òîãäà du = 2xdx, è äàííûé èíòåã-
ðàë áóäåò èìåòü âèä òàáëè÷íîãî:

.tgarc
2

1

12

1

1 24
Cu

u

du

x

xdx +=
+

=
+∫ ∫

Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ, èìååì:

.arctg
2

1

1
2

4
Cx

x

xdx +=
+∫

Ïðèìåð 3.4. Íàéòè íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

∫
−

+
23

)1(

x

dxx

è ïðîâåðèòü ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
Ðåøåíèå.  Äàííûé  èíòåãðàë  ðàçëîæèì  íà  ñóììó  äâóõ  èíòåã-

ðàëîâ:

.
333

)1(
222 ∫∫∫

−
+

−
=

−

+

x

dx

x

xdx

x

dxx

Äëÿ  âû÷èñëåíèÿ  ïåðâîãî  èç  ýòèõ  èíòåãðàëîâ  âîñïîëüçóåìñÿ
òåì, ÷òî

),3(
2

1
)(

2

1 22 xdxdxdx −−==

(è òåì ñàìûì, ìíîæèòåëü õ «ïîäâåäåì ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà»),
è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé:

t = 3 � x2.

Ïîëó÷àåì:

.
2

1

3

)3(

2

1

3

2
1

2

2

2
dtt

x

xd

x

xdx ∫∫∫ −
−=

−

−−=
−

Ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íûì: ∫ +
+

+
= .

1

1

C
t

dtt
α

α
α

Ïðèìåíÿÿ ýòó ôîðìóëó ïðè ,
2

1−=α  èìååì: .
2

1
2
1

Ctdtt +−=− ∫ −
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííîé õ, ïîëó÷àåì:

.3
3

2

2
Cx

x

xdx +−−=
−

∫
Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåì èíòåãðàë

.
3

sin
3

sin
3

1

3 2
C

x
arc

x
arcd

x

dx +=





=

−
∫∫

Îêîí÷àòåëüíî èìååì:

.
3

sin3
3

)1( 2

2
C

x
arcx

x

dxx ++−−=
−

+∫

Ïðîâåðêà. Óáåäèìñÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ïîëó÷åííîãî âûðà-
æåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé. Ïðèìåíÿÿ òàáëè-
öó ïðîèçâîäíûõ è ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ôóíê-
öèé, íàõîäèì:

( )

.
3

1

3

1

3
1

1

3
arcsin

;
3

)3(
3

1

2

1
3

22

2

2

2

xx

x

x

x
x

x
x

−
=







−

=
′








−
=′−

−
−=

′
−−

Ñêëàäûâàÿ ýòè äâà âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì ïîäèíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíåíî ïðàâèëüíî.

3.1.4. Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îñíîâûâàåòñÿ íà ôîðìóëå:

∫∫ −= )()()()()()( xduxvxvxuxdvxu

èëè
.duvuvdvu ∫∫ −= (3.3)
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ßñíî, ÷òî ýòó ôîðìóëó èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü ëèøü òîãäà,

êîãäà èíòåãðàë ∫ vdu  îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíûì äëÿ èíòåãðèðî-

âàíèÿ (âîçìîæíî äàæå, òàáëè÷íûì), ÷åì èñõîäíûé èíòåãðàë ∫ .udv

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê ïðåäñòàâèòü ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ïîäèí-
òåãðàëüíîå âûðàæåíèå f (x)dx â âèäå u(x)dv(x). Îáùåãî ïðàâèëà
äëÿ ýòîãî íåò. Îäíàêî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ÷àñòíû-
ìè óêàçàíèÿìè:

1. Åñëè  ïîäèíòåãðàëüíîå  âûðàæåíèå  ñîäåðæèò  ïðîèçâåäåíèå
ïîêàçàòåëüíîé  (åàõ)  èëè  òðèãîíîìåòðè÷åñêîé  ôóíêöèè  (sin ax,
cos ax) íà ìíîãî÷ëåí, òî çà ìíîæèòåëü u(x) ñëåäóåò ïðèíÿòü ìíî-
ãî÷ëåí.

2. Åñëè ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèå
ëîãàðèôìè÷åñêîé (ln ax) èëè îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóí-
êöèè (arcsin ax, arccos ax è ò.ä.) íà ìíîãî÷ëåí, òî çà ìíîæèòåëü
u(x) ñëåäóåò ïðèíÿòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ èëè îáðàòíóþ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåð 3.5. .2ln dxxx ⋅⋅∫  Ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî ÷àñòÿì  .duuuvdvu ∫∫ ⋅−=⋅  Ïîëîæèì u = ln2 x, dv = xdx, òîãäà

.
2

ln2 2

,
x

x

x
vdxdu ==

Ïî ôîðìóëå ïîëó÷èì:

.lnln
2

ln2

2
ln

2
ln 2

22
2

2
2 dxxxx

x

x

xx
x

x
dxxx ∫∫∫ ⋅−=⋅−=

Ñíîâà ïðèìåíèì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëî-

æèâ u = ln x, dv = xdx. Òîãäà  ,
x

dx
du =  .

2

2x
v =

Òîãäà

.
4

1
ln

2
ln

22

1
ln

2
ln

2

2
ln

2
ln

2
ln

2
2

2
22

2
2

22
2

2
2

Cxx
x

x
x

dxxx
x

x
x

x

dxx
x

x
x

x
dxxx

++−=+−=

=









⋅−−=

∫

∫∫

Èòàê, .)1ln2ln2(ln 2
2

2

4
Cxxdxxx

x ++−=∫
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Ïðèìåð 3.6. Íàéòè èíòåãðàë ∫ .22 dxex x

Ïîëàãàåì u = x2. Îñòàâøååñÿ ïîä èíòåãðàëîì âûðàæåíèå
îáîçíà÷àåì ÷åðåç dv  è ïðåîáðàçóåì åãî ñ ïîìîùüþ ïðèåìà «ïîä-
âåäåíèÿ ôóíêöèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà»:

.
2

2
2











==

x
x e

ddxedv

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ âî ÷àñòÿì âû÷èñ-
ëèì du è v:

∫ ==== .
2

,2)(
2

2
xe

dvvxdxxddu

Ñîãëàñíî ôîðìóëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, èìååì:

.2
22

22
222 ∫∫ ⋅−= xdx

ee
xdxex

xx
x

Èòàê,  èñõîäíûé  èíòåãðàë  ñâåëñÿ  ê  âû÷èñëåíèþ  èíòåãðàëà

.2∫ xdxe x

Ê íåìó âíîâü ïðèìåíÿåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:

.
22

22
2 ∫∫ −= dx

ee
xdxex

xx
x

Èòàê, ïîëó÷èëè èíòåãðàë òàáëè÷íîãî âèäà:

.
4

1
)2(

4

1

2

1

2
222

2

Cexdedxedx
e xxx

x

+=== ∫∫∫
Ñóììèðóÿ ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ, èìååì îêîí÷àòåëüíî:

.
4

1

2

1

2

1 222222 Cexeexdxex xxxx ++−=∫

Ïðèìåð 3.7. Íàéòè èíòåãðàë ∫ .ln2 dxx

Ïðèíèìàåì  u = ln2 x  è  dv = dõ,  òîãäà  ,
1

ln2 dx
x

xdu =   à

∫ == xdxv  è, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (3.3), èìååì:

.ln2lnln
2

lnln 222 ∫∫∫ −=⋅−= dxxxxdxx
x

xxxdxx
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Èíòåãðàë  ∫ dxxln   íàõîäèì  ïî  ÷àñòÿì,  ïðèíèìàÿ  u = ln x  è

dv = dõ. Èìåÿ â âèäó, ÷òî 
x

dx
du =  è v = x, èñïîëüçóÿ âòîðîé ðàç

ôîðìóëó (3.3.), ïîëó÷èì:

,)1(lnlnlnln 11 CxxCxxx
x

dx
xxxdxx +−=+−=−= ∫∫

à èñêîìûé èíòåãðàë áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

.)1(ln2lnln 22 Cxxxxdxx +−−=∫
3.1.5. Èíòåãðèðîâàíèå äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé (ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ) íà-
çûâàåòñÿ îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëå-
íà, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå äðîáè, íå ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü ìíîãî-
÷ëåíà â çíàìåíàòåëå, òî â ýòîé äðîáè ñëåäóåò âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü,
ò.å. ïðåäñòàâèòü åå â âèäå:

,
)(

)(
)(

xQ

xP
xR +

ãäå R(x), P(x), Q(x) � ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì ñòåïåíü P(x) ìåíüøå

ñòåïåíè Q(x). Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ,
)(

)(

xQ

xP
 îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîé-

ñòâîì, íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé. Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ òàêîé äðîáè
åå íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé, êîòîðûå
ëåãêî èíòåãðèðóþòñÿ:

,04,
)(

,
)(

1

1)()(

,||ln

2
2

1

<−
++

+











+

−
⋅

−
−=

−−






 +−=

−−

∫

∫

−

qp
qpxx

DCx

C
bxk

B
dx

bx

B

bx

B

CaxAdx
ax

A

ax

A

k

kkk

ò.å. ýòîò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé
(èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ äðîáåé ïîñëåäíåãî òèïà áóäåò ïî-
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êàçàíî íèæå íà ïðèìåðå). Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ìåòîäèêå

ðàçëîæåíèÿ ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè 
)(

)(

xQ

xP
 â ñóììó ïðî-

ñòåéøèõ äðîáåé. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

1. Ñíà÷àëà çíàìåíàòåëü äðîáè Q(x) íåîáõîäèìî ðàçëîæèòü íà
ìíîæèòåëè âèäà: x � a, (x � b)k, (x2 + px + q)k.

Ïðè ýòîì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Âèåòà: åñëè êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí ax2 + bx + c èìååò êîðíè õ1, õ2, òî

ax2 + bx + c = à(õ � õ1)(õ � õ2).

2. Äàëåå ñëåäóåò çàïèñàòü ðàçëîæåíèå äðîáè 
)(

)(

xQ

xP
 â ñóììó ïðî-

ñòåéøèõ äðîáåé, îñòàâëÿÿ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè À,
B, C, D è ò.ä. Ïðè ýòîì êàæäîìó ìíîæèòåëþ âèäà (x � à) ñîîòâåò-

ñòâóåò äðîáü 
ax

A

−
, ìíîæèòåëþ âèäà (x � b)k ñîîòâåòñòâóåò ñóììà

äðîáåé:

,
)(

...
kbx

C

bx

B

−
++

−

à ìíîæèòåëþ âèäà x2 + px + q, åñëè îí íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ
êîðíåé (p2 � 4q < 0), ñîîòâåòñòâóåò äðîáü âèäà:

.
2 qpxx

EDx

++
+

3. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ À, B, C, D, Å â ýòîì ðàçëî-
æåíèè ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïå-
íÿõ õ ó ìíîãî÷ëåíà P(x) è ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ â ÷èñ-
ëèòåëå ïîñëå ïðèâåäåíèÿ çàïèñàííîé ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ (ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ).
Ìîæíî òàêæå íàõîäèòü ýòè êîýôôèöèåíòû ïóòåì ñðàâíåíèÿ çíà-
÷åíèé óêàçàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ õ (â ïåð-
âóþ î÷åðåäü, ïðè õ, ñîâïàäàþùèõ ñ êîðíÿìè çíàìåíàòåëÿ Q(x)).

Ïðèìåð 3.8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë ∫ ++
.

842

3

xx

dxx
 Ïîäèíòåãðàëü-

íàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ
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äðîáü, ïîýòîìó âûäåëèì ñíà÷àëà öåëóþ ÷àñòü äðîáè, ïîäåëèâ ñ
îñòàòêîì ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü

84

84

84

2

2

23

3 ++

−−
++−

xx

xx

xxx
x

Òàêèì îáðàçîì

84

328
4

84 22

3

++
++−=

++ xx

x
x

xx

x

è

.
84

4
84

2

84

)4(
84

84

2

2

22

3

dx
xx

x
x

x

xx

dxx
dxxxd

xx

dxx

∫

∫ ∫ ∫∫

++
++−=

=
++

++−=
++

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàâøåãîñÿ èíòåãðàëà âûäåëèì â ÷èñëèòåëå
äèôôåðåíöèàë çíàìåíàòåëÿ  d(x2 + 4x + 8) = (2x + 4)dx.

Çàòåì ðàçîáüåì èíòåãðàë íà äâà ñëàãàåìûõ è â ïîñëåäíåì âû-
äåëèì ïîëíûé êâàäðàò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà, ñòîÿùåãî â çíàìå-
íàòåëå. Òåì ñàìûì ïîëó÷èì:
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2
tgarc8)84ln(44
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)84(
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=
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∫∫

∫∫

∫∫

x � 4 (öåëàÿ ÷àñòü )

(îñòàòîê).328

32164 2
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−−−
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Ïðèìåð 3.9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë .
485 23

2

∫ +++ xxx

dxx

1. Ïîäèíòåãðàëüíàÿ  ôóíêöèÿ  �  ïðàâèëüíàÿ  ðàöèîíàëüíàÿ
äðîáü.

2. Ðàçëîæèì çíàìåíàòåëü ïðàâèëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðîáè íà
ïðîñòåéøèå äåéñòâèòåëüíûå ìíîæèòåëè:

x3 + 5x2 + 8x + 4 = x3 + 4x2 + x2 + 4x + 4x + 4 =

=x(x2 + 4x + 4) + (x2 + 4x + 4) = (x + 2)2(x + 1).

3. Ðàçëîæèì ïðàâèëüíóþ ðàöèîíàëüíóþ äðîáü íà ïðîñòåéøèå:

.
12)2()1()2(

1
2

0
2

2

+
+

+
+

+
=

++ x

B

x

A

x

A

xx

x

Òàê êàê â çíàìåíàòåëå ïðàâèëüíîé äðîáè åñòü êðàòíûé ëè-
íåéíûé ìíîæèòåëü, òî â ðàçëîæåíèè ïîÿâèëàñü ïðîñòåéøàÿ äðîáü
II òèïà.

4. Ïðèâåäåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ âñå äðîáè è çàòåì îòáðî-
ñèì åãî:

x2 = À0(x + 1) + À1(x + 1)(x + 2) + Â(x + 2)2 =

= À0x + À0 + À1x
2 + 3À1x

 + 2À1 + Âõ2 + 4Âx + 4Â.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

x2 = (À1 + Â)x2 + (À0 + 3À1 + 4Â)x + (À0 + 2À1 + 4Â).

5. Ñîñòàâëÿåì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

BAA
BAA

BA
x
x

420
430

1

÷ë. câ.
10

10

1
1

2

++=
++=

+=

6. Ðåøàÿ  ñèñòåìó  óðàâíåíèé, ïîëó÷èì  À0 = �4, À1 = 0 è Â = 1,
à èñõîäíàÿ ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàçëîæèòñÿ íà ïðîñòåéøèå
äðîáè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

.
1

1

2

0

)2(

4

)2)(1( 22

2

+
+

+
+

+
−=

++ xxxxx

x
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7. Âû÷èñëÿåì çàäàííûé èíòåãðàë:

.|1|ln
2

4
|1|ln)2()2(4

1)2(
4

)2)(1(485

2

22

2

23

2

Cx
x

xxdx

x

dx

x

dx

xx

dxx

xxx

dxx

+++
+

=++++−=

=
+

+
+

−=
++

=
+++

∫

∫∫∫∫
−

Ïðèìåð 3.10. Íàéòè èíòåãðàë .
)32(32 3 2∫ +++ xx

dx

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ,)32(32 2

1

+=+ xx  .)32()32( 3

2
3 2 +=+ xx

Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì çíàìåíàòåëåì äðîáåé ,
2

1
 

3

2
  ÿâëÿåòñÿ

6. Ïîýòîìó, åñëè ïðèìåíèòü ïîäñòàíîâêó 2õ + 3 = t6, òî áóäåò èìåòü:

,)32( 6

1

+= xt  ,)(32 36 2
1

ttx ==+  ,)()32( 43

2
63 2 ttx ==+

ò.å. èððàöèîíàëüíîñòè â ïîäèíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè èñ÷åçàþò.

Òàê êàê: ),3(
2

1 6 −= tx   òî  .36
2

1 55 dttdttdx ==

Ïîäñòàâëÿÿ   íàéäåííûå   âûðàæåíèÿ   â   èñêîìûé   èíòåãðàë,
ïîëó÷àåì:

.
1

3
3

)32(32

2

43

5

3 2 ∫∫∫ +
=

+
=

+++ t

dtt

tt

dtt

xx

dx

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé èíòåãðàë ñâåäåí ê èíòåãðàëó îò ðàöè-
îíàëüíîé ôóíêöèè. Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü
ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè:

.
1

1
1

1

1)1)(1(

1

11

1

22

+
+−=

+
++−=

+
+−=

+ t
t

t

tt

t

t

t

t

Èíòåãðèðóÿ êàæäîå èç ñëàãàåìûõ, íàõîäèì:

.|1|ln
21

22

Ctt
t

t

dtt +++−=
+∫

Âîçâðàòèìñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé. Òàê êàê ,326 += xt   òî ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùèé îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

.132ln332332
2

3

)32(32

663

3 2
Cxxx

xx

dx +++++−+=
+++

∫
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Ïðèìåð 3.11. Íàéòè èíòåãðàë .
12cos

sinsin3

dx
x

xx∫ −
−

Òàê êàê cos 2x = 2cos2 x � 1, òî ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìå-
åò âèä R(sin x, cos x). Çàìåòèì, ÷òî ïðè çàìåíå sin x íà �sin x îíà
ìåíÿåò çíàê, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé îòíîñèòåëüíî sin x. Ïðèìåíÿ-
åì ïîäñòàíîâêó cos x = t. Òîãäà

.
22sin2cos2

)1(sinsin

12cos

sinsin
,1sin,

sin

2

2

2

2

3
22

dt
t

t

x

dt

x

xx

dx
x

xx
tx

x

dt
dx

−
=





−

−
−=

=
−

−−=−=

Èòàê, ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçîâàíî ê äðîáíî-
ðàöèîíàëüíîìó âèäó. Âûäåëÿåì öåëóþ ÷àñòü è ðàçëîæèì íà ïðî-
ñòåéøèå äðîáè:

.
1

1

1

1

4

1

2

1

)1)(1(

1

2

1

2

1

)1(2

11

22 2

2

2

2








+
−

−
+=

+−
+=

−
+−=

− ttttt

t

t

t

Îòñþäà

.
1

1
ln

4

1

222 2

2

C
t

tt

t

dtt +
+
−+=

−∫
Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðîé ïåðåìåííîé x  cos x = t, íàõîäèì:

.
1cos

1cos
ln

4

1

2

cos

12cos

sinsin3

C
x

xx
dx

x

xx +
+
−+=

−
−∫

3.2. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

3.2.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà

Ïóñòü y = f(x) � íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ. Ðàçîáüåì [a, b]
òî÷êàìè à = õ0 < õ1 < õ2 < � < õn � 1 < õn = b íà n ÷àñòè÷íûõ
îòðåçêîâ

[à, õ1], [õ1, õ2], � , [õn � 1, b].

Â êàæäîì èç íèõ âûáåðåì ïî îäíîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êå

ξ 1 ∈ [à, õ1], ξ 2 ∈ [õ1, õ2], � , ξ n ∈ [õn � 1, b].
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Îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f (x) ïî [a, b] íàçûâàåò-
ñÿ âåëè÷èíà

.))((lim)( 1
10||max 1

−
=→−

∞→
−= ∑∫

−

iii

n

ixx
n

b

a

xxfdxxf

ii

ξ (3.4)

Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

.)()()(.5

.0)(òî,0)(Åñëè.4

.)()(.3

.)()()]()([.2

.)()(.1

∫∫∫

∫

∫∫

∫∫∫

∫∫

+=

≥≥

=

±=±

−=

b

c

c

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

a

b

b

a

dxxfdxxfdxxf

dxxfxf

dxxfkdxxfk

dxxgdxxfdxxgxf

dxxfdxxf

3.2.2. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ñâÿçàí ñ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì
ïî ôîðìóëå:

,)()(
a

bb

a

xFdxxf =∫ (3.5)

ãäå F(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèÿ f  (x).

).()()( aFbFxF
a

b

−= (3.6)

Ôîðìóëà (3.5) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà.
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Ïðèìåð 3.12.

.
3

7

3

1

3

2

3

3

1

232

1

2 =−==∫ x
dxx

Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå îòëè÷àåòñÿ îò
çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå òåì, ÷òî:

1) íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ;
2) âîçâðàùàòüñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé íå íàäî.

Ïðèìåð 3.13. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà, âû÷èñ-
ëèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

∫ +

8

3

.
1

dx
x

x

Ðåøåíèå. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè, ñäåëàåì
ïîäñòàíîâêó 1 + õ = t2. Òîãäà

.
3

32
2

3

8
3

3

27
2

3
2

)1(2
2)1(

38
23

2
1

1

2

33

3

2

2
3

2

28

3

2

=




 +−−=










−=

=−=−=

=→=
=→=

=
=+

=
+ ∫∫∫

t
t

dtt
t

tdtt

tx
tx

tdtdx
tx

x

xdx

Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå:

∫∫ −=
b

a

b

a a

b

xduxvxvxuxdvxu ),()()()()()( (3.7)

ãäå 
a

b

xvxu )()(  âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.6).

3.2.3. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (3.4) ñîñòîèò
â òîì, ÷òî åñëè ãðàôèê ôóíêöèè y = f (x) îãðàíè÷èâàåò êðèâîëè-
íåéíóþ òðàïåöèþ Φ = {(x, y) | a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f (x)}, òî åãî âåëè÷è-
íà ðàâíà ïëîùàäè ýòîé òðàïåöèè. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòà-
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òî÷íî ðàññìîòðåòü ðèñ. 38 è çàìåòèòü, ÷òî ïëîùàäü êðèâîëèíåé-
íîé òðàïåöèè:

).()( 1
1

−
=

−≈ ∑ ii

n

i
i xxfS ξ

Ýòî ðàâåíñòâî òåì òî÷íåå, ÷åì áîëüøå n. Ïîýòîìó òî÷íîå çíà-
÷åíèå:

∫∑ =−= −
=→−

∞→
−

b

a

iii

n

ixx
n

dxxfxxfS

ii

.)())((lim 1
10||max 1

ξ (3.8)

Îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì êðèâîëèíåéíîé òðà-
ïåöèè âîêðóã îñè Îõ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

∫=
b

a

dxxfV ,)]([ 2π (3.9)

à äëèíà äóãè ëèíèè y = f (x), çàêëþ÷åííîé ìåæäó òî÷êàìè ñ àáñ-
öèññàìè à è b, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

.))((1 2 dxxfL
b

a
∫ ′+= (3.10)

Ðèñ. 38

x
n 
= b

y
 
= f(x)y

0 õ
0
=a  ξ

1
x

1
ξ2 x

2
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Ïðèìåð 3.14. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëè-

íèÿìè y = x + 2, .62
2

2

+−= x
xy  Ñäåëàòü ÷åðòåæ.

Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ëèíèé. Äëÿ ýòîãî ðåøà-
åì ñèñòåìó óðàâíåíèé:







+−=

+=

.6
2

2

,2
2x

xy

xy

Äëÿ íàõîæäåíèÿ àáñöèññ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ëèíèé ðå-
øàåì óðàâíåíèå:

6
2

22
2

+−=+ x
xx   èëè   õ2 � 2õ � 8 = 0.

Íàõîäèì: õ1 = �2,  õ2 = 4.
Èòàê, äàííûå ëèíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïàðàáîëó è ïðÿ-

ìóþ, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ À(�2; 0), Â(4; 6) (ðèñ. 39).

Ýòè ëèíèè îáðàçóþò çàìêíóòóþ ôèãóðó, ïëîùàäü êîòîðîé âû-
÷èñëÿåì ïî óêàçàííîé âûøå ôîðìóëå:

∫∫
−−











+−=










−−+−=

4

2

24

2

2

.4
2

26
2

2 dx
x

xdxx
x

xS

Ðèñ. 39

y

�2 4 x

B

A



165

Ïîñëåäíèé  èíòåãðàë  íàõîäèì  ïî  ôîðìóëå  Íüþòîíà-Ëåéáíèöà:

)åä. êâ.(188
6

8

2

4
16

6

64

2

16
4

62
2

432

=+−−+−=









+−=

−

x
xx

S

Ïðèìåð 3.15. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëè-
íèÿìè y = �x2 + x + 4  è y = �x + 1.

Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé y = �x2 + x + 4, y = �x + 1,
ïðèðàâíèâàÿ îðäèíàòû ëèíèé: �x2 + x + 4 = �x + 1 èëè x2 � 2x � 3 = 0.
Íàõîäèì  êîðíè  õ1 = �1,  õ2 = 3  è  ñîîòâåòñòâóþùèå  èì  îðäèíà-
òû y1 = 2, y2 = �2  (ðèñ. 40).

Ïî ôîðìóëå ïëîùàäè ôèãóðû ïîëó÷èì:

( )

).åä. êâ.(
3

32
31

3

1
)999(�3

3

)32()1()4(

1

3
2

3

3

1

2
3

1

2

=




 −+−++=










++−=

=++−=+−−++−=

−

−−
∫∫

xx
x

dxxxdxxxxS

Ðèñ. 40

y
5

4

3

2

1

�1

�2

�2      �1   0        1      2      3      4                 x

y = �x2 + x + 4

y = �x + 1
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Ïðèìåð 3.16. Íàéòè ïëîùàäü, çàêëþ÷åííóþ âíóòðè ëåìíèñêà-
òû Áåðíóëëè r2 = a2 cos 2ϕ  (ðèñ. 41).

Â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé äóãîé êðèâîé r = f(ϕ) è äâóìÿ ïîëÿðíûìè ðàäèóñàìè ϕ1 =
α è ϕ2 = β, âûðàçèòñÿ èíòåãðàëîì

.)]([
2

1 2 ϕϕ
β

α

dfS ∫=

Â ñèëó ñèììåòðèè êðèâîé (ðèñ. 41) îïðåäåëÿåì ñíà÷àëà îäíó
÷åòâåðòóþ èñêîìîé ïëîùàäè:

.
4

2sin
2

1

2
2cos

2

1

4

1 2

0

4
2

0

2
4

aa
daS =⋅== ∫

π

ϕϕϕ

π

Îòñþäà S = a2.

Ïðèìåð 3.17. Íàéòè äëèíó àñòðîèäû 3
2

3
2

3
2

ayx =+   (ðèñ. 42).
Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå àñòðîèäû, ïîëó÷èì:

.
3
1

3
1

x

y
y −=′

Ðèñ. 41

4

S

y

x

4

π
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Ïîýòîìó äëÿ äëèíû äóãè îäíîé ÷åòâåðòè àñòðîèäû èìååì:

.
2

3

2

3
1

4

1

000

3
2

3
1

3
1

3
1

3
2

3
2

axadx
x

a
dx

x

y
L

aaa

===+= ∫∫
Îòñþäà L = 6a.

Ïðèìåð 3.18. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíè-
åì ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé îäíîé ïîëóâîëíîé ñèíóñîèäû y = sin x
âîêðóã îñè Îõ.

Ðåøåíèå.

.
2

2sin
2

1

2

)2cos1(
22

2cos1
sin

2

0

000

2

0

2

ππ

ππππ

π

ππππ

=




 −=

=−=−=== ∫∫∫∫

xx

dxxdx
x

dxxdxyV

Ïðèìåð 3.19. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì
âîêðóã îñè Îõ ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëàìè y = x2 è õ = ó2

(ðèñ. 43).

Ðèñ. 42

0 x

y

à

L
4

1

à
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Ðèñ. 43

0 À

y

x

y = x2 x = y2

C

D

B(1; 1)

Ðåøåíèå. Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé





=++−=−==
=

,0)1)(1(,0,,
,

2442

2

xxxxxxxxxy
xy

ïîëó÷èì x1 = 0, x2 = 1, ó1 = 0, ó2 = 1, îòêóäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
êðèâûõ Î(0; 0), Â(1; 1). Êàê âèäíî (ðèñ. 43), èñêîìûé îáúåì òåëà
âðàùåíèÿ ðàâåí ðàçíîñòè äâóõ îáúåìîâ, îáðàçîâàííûõ âðàùåíè-
åì âîêðóã îñè Îõ êðèâîëèíåéíûõ òðàïåöèé OCBA è ODÂA:

.
10

3

5

1

2

1

52
0

1521

0

4
1

0

21 πππππ =




 −=










−=−=−= ∫∫ xx

dxxdxxVVV

3.3. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïðèìåð 3.20. Íàéòè îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè

224

1

yx
z

−−
=

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ èìååò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, åñëè 4 � x2 �
� y2 > 0 èëè x2 + y2 < 4. Ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò
êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ âíóòðè îêðóæíîñòè ðàäèóñà 2  ñ öåí-



169

Ïðèìåð 3.21. Íàéòè òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè

.
1

2 yx

xy
z

−
+=

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ ïîòåðÿåò ñìûñë, åñëè çíàìåíàòåëü îáðàòèòñÿ
â íóëü. Íî x2 � y = 0 èëè ó = x2 � óðàâíåíèå ïàðàáîëû. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äàííàÿ ôóíêöèÿ èìååò ëèíèåé ðàçðûâà ïàðàáîëó ó = x2.

Ïðèìåð 3.22. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = f (x; y):

a) z = f (x; y) = x5 � 2xy2 + 3xy � x.
Ðàññìàòðèâàÿ y êàê ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, ïîëó÷èì

.1325)32( 2425 −+−=′−+−=
∂
∂

yyxxxyxyx
x

z
x

Ïîëàãàÿ òåïåðü õ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, ïîëó÷èì

.34�)32( 25 xxyxxyxyx
y

z
y +=′−+−=

∂
∂

á) z = ln(x3 + y3).
Ðàññìàòðèâàÿ ó êàê ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, ïîëó÷èì

.
3

)(
1

33

2
33

33 yx

x
yx

yxx

z
x

+
=′+⋅

+
=

∂
∂

òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè åñòü
ìíîæåñòâî òî÷åê âíóòðè ýòîãî êðóãà (ðèñ. 44).

Ðèñ. 44
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12345678901234567
12345678901234567
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Ïîëàãàÿ òåïåðü x = const, íàõîäèì

.
3

)(
1

33

2
33

33 yx

y
yx

yxy

z
y +

=′+⋅
+

=
∂
∂

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè z = f (x; y) îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

.dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂=

Ïðèìåð 3.23. Íàéòè ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

 z = 3x2y3 � 2x2y � ó.

Íàõîäèì ïðåæäå âñåãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

.129;46 2223 −−=
∂
∂−=

∂
∂

xyx
y

z
xyxy

õ

z

Òîãäà ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ðàâåí

dz = 2xy(3y2 � 2)dx + (9x2y2 � 2x2 � 1)dó.

Ïðèìåð 3.24. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà
ôóíêöèè z = cosx5y2.

Ñíà÷àëà íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

,5sin�)(sin� 24252525 yxyxyxyx
õ

z
x ⋅=′=

∂
∂

.2sin�)(sin� 5252525 yxyxyxyx
y

z
y ⋅=′=

∂
∂

Òîãäà

.cos25�sin20�

)(cos5�sin20�

)(sin5sin)5(�)sin5(�

25482523

2525242523

252425242524
2
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yxyxyxyx

yxyxyxyxyx

yxyxyxyxyxyx
x

z

x

xxx
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=′⋅=
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∂
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.cos4�sin2�

)(cos2�sin2�

)(sin2sin)2(�)sin2(�

25210255

25255255

255255255
2

2

yxyxyxx

yxyxyxyxx

yxyxyxyxyxyx
y

z

y

yyy

=

=′⋅⋅=

=′⋅−⋅′=′=
∂
∂

.cos10�sin10�

)(cos5�sin10�

)(sin5sin)5(�)sin5(�

2539254

252524254

252425242524
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yxyxyxyx

yxyxyxyxyx

yxyxyxyxyxyx
yx

z

y

yyy

=

=′⋅=

=′−⋅′=′=
∂∂

∂

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè z = f(x, y) â äàííîì íàïðàâëåíèè a  íà-
çûâàåòñÿ:

,sincos αα ⋅
∂
∂+⋅

∂
∂=

∂
∂

y

z

x

z

a

z
(3.11)

ãäå a � óãîë, îáðàçîâàííûé âåêòîðîì a  ñ îñüþ Îx.
Ãðàäèåíòîì ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ïðîåêöèÿ-

ìè êîòîðîãî íà êîîðäèíàòíûå îñè ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äàííîé ôóíêöèè:

.grad j
y

z

x

z
z

∂
∂+

∂
∂= ι (3.12)

Ïðîèçâîäíàÿ äàííîé ôóíêöèè â íàïðàâëåíèè a  ñâÿçàíà ñ ãðà-
äèåíòîì ôóíêöèè ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

.grad z
a

z
aPΠ=

∂
∂

(3.13)

Ïðèìåð 3.25. Íàéòè ãðàäèåíò ôóíêöèè z = x2 � xy + y3 â òî÷êå
À(1;�1) è ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà .43 ja −= ι

Ðåøåíèå. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû:

,2 yx
x

z −=
∂
∂

  .3 2yx
y

z +−=
∂
∂

Ïî ôîðìóëå (3.12):

( ) ( ) .23)1(31(-1)-12

)3()2(grad
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y

z
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z
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Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïî ôîðìóëå (3.11) ðàâíà:

( ) .
5

1
)4(233

5

1

)4(3

)4(

)4(3

3
2222

=−+⋅=
−+

−⋅
∂
∂+

−+
⋅

∂
∂=

∂
∂

y

z

x

z

a

z

Èñïîëüçóÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è íà
îòûñêàíèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Òî÷êè, â êîòîðûõ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f (x; y) ìîæåò
äîñòèãàòü ýêñòðåìóìà (òàê íàçûâàåìûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè), íà-
õîäÿòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé





=′
=′

0);(
,0);(

yxf
yxf

y

x
(3.14)

(íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà).
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè äâóõ

ïåðåìåííûõ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì: ïóñòü 0);();( =′=′ bafbaf yx

è ),;( bafA xx′′=  ),;( bafB xy′′=  ).;( bafC yy′′=  Ñîñòàâèì äèñêðèìèíàíò

∆ = À · Ñ � Â2.

Òîãäà: 1) åñëè ∆ > 0, òî ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå P(a; b),
à èìåííî, ìàêñèìóì, åñëè A < 0 (èëè Ñ < 0), è ìèíèìóì, åñëè À > 0
(èëè   Ñ  >  0);   2)  åñëè   ∆  <  0,   òî   ýêñòðåìóìà   â   òî÷êå   P   íåò;
3) åñëè ∆ = 0, òî âîïðîñ î íàëè÷èè ýêñòðåìóìà â òî÷êå P îñòàåòñÿ
îòêðûòûì (òðåáóåòñÿ äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå).

Ïðèìåð 3.26. Íàéòè ýêñòðåìóìû ôóíêöèè

z = ex · (4y � xy � y2).

Ðåøåíèå. Îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè z, ðåøàÿ ñèñòåìó
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Ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, åñëè
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Òàêèì  îáðàçîì,  z  èìååò  äâå  ñòàöèîíàðíûå  òî÷êè:  À  (4; 0)
è B (2; 1).

Èñïîëüçóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà. Äëÿ ýòîãî íàé-
äåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå z âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Òàê  êàê  ∆B > 0  è  ,02
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<−=
∂
∂

e
x

z

B

  òî  â  òî÷êå  Â  ôóíêöèÿ  z

èìååò ìàêñèìóì.
Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ z = ex (4y � xy � y2) èìååò åäèíñòâåí-

íûé ýêñòðåìóì � ìàêñèìóì â òî÷êå Â (2; 1).
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3.4. Äâîéíûå èíòåãðàëû

Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà è åãî âû÷èñëåíèå â äåêàðòîâûõ
ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü ôóíêöèè f(x, y) = f(P) îïðå-
äåëåíà è íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ïëîñ-
êîñòè  0xy, σn = {∆σ1, ∆σ 2, �, ∆σ n} � íåêîòîðîå  ðàçáèåíèå  îáëà-
ñòè G íà ýëåìåíòàðíûå ïîäîáëàñòè ∆σk, ïëîùàäè êîòîðûõ òàêæå
îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆σk, à äèàìåòðû � ÷åðåç dk. Çàôèêñèðóåì òî÷êè
Pk ∈ ∆σk, k = 1, �, n. Âûðàæåíèå

∑
=

∆=
n

k
kkn PfS

1

)( σ

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ ôóíêöèè f(P) ïî îáëàñòè G.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì
Sn ïðè 0max

1

→
≤≤ nk

kd  (ïðè ýòîì n → ∞) è åñëè ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò

íè îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè G íà ýëåìåíòàðíûå ïîäîáëàñòè
∆σk, íè îò âûáîðà òî÷åê Pk ∈ ∆σk, òî îí íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èí-
òåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

∫∫
G

dydxyxf .),(

Òàêèì îáðàçîì,

.)(lim),(
1

max 0
∑∫∫

=

∆=
→

n

k
kk

G
d

Pfdydxyxf
k

σ

Äëÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è
àääèòèâíîñòè.

Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ïîâòîð-
íûõ èíòåãðàëîâ ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïóñòü îáëàñòü G (ðèñ. 45)
îãðàíè÷åíà êðèâûìè y = ϕ1 (x), y = ϕ2(x), õ = à, x = b, ïðè÷åì âñþäó
íà [a, b] ôóíêöèè ϕ1 (x) è ϕ2 (x) íåïðåðûâíû è ϕ1 (x) ≤ ϕ2 (x).
Òîãäà

,),(),(

)(

)(

2

1

∫∫∫∫ =
x

x

b

aG

dyyxfdxdydxyxf

ϕ

ϕ

(3.15)

ïðè÷åì ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âíóòðåííèé èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé
y (x � ïàðàìåòð), à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èíòåãðèðóåòñÿ ïî x.
Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî åñëè êðèâàÿ ϕ1 (x) (èëè êðèâàÿ ϕ2 (x)) â
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ïðîìåæóòêå à ≤ x ≤ b çàäàåòñÿ ðàçëè÷íûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðà-
æåíèÿìè, íàïðèìåð
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òî èíòåãðàë ñïðàâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ
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ϕ

ϕ
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ϕ

Àíàëîãè÷íî, åñëè îáëàñòü G îãðàíè÷åíà êðèâûìè x = ψ1 (y),
x = ψ2 (y),  y = c,  y = d,  ïðè÷åì  âñþäó  íà  [c, d]  ôóíêöèè  ψ1 (y)
è ψ2 (y) íåïðåðûâíû è ψ1 (y) ≤ ψ2 (y) (ðèñ. 46), òî

.),(),(

)(

)(

2

1
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x

yG

d

c

dxyxfdydydxyxf

ψ

ψ

(3.16)

Äâîéíîé èíòåãðàë, ïðåäñòàâëåííûé â âèäå (3.15) èëè (3.16),
íàçûâàåòñÿ òàêæå ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì.

Ðèñ. 46
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1
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Ðèñ. 45

0 a b x
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(x)

y = ϕ
2
(x)y
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Ïðèìåð 3.27. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì
èíòåãðàëå
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dxyxfdy
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0 2

.),(

Ñòðîèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ïî ïðåäåëàì èíòåãðèðîâà-

íèÿ: 2
1 1)( yy −−=ψ , ψ2(y) = 1 � y, y = 0, y = 1 (ðèñ 47). Ñâåðõó

îáëàñòü G îãðàíè÷åíà êðèâîé
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Ïðèìåð  3.28.  Âû÷èñëèòü  äâîéíîé  èíòåãðàë   ∫∫ +
D

dydxyx )2( ,

ãäå  îáëàñòü  èíòåãðèðîâàíèÿ  îãðàíè÷åíà  ïàðàáîëàìè   y = x � x2,
y = 1 � x2 è îñüþ Oy (ðèñ. 48).

Ðèñ. 47

x2 + y2 = 1

�1 0 1 x

y

1

x + y = 1
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Ðåøåíèå. Ïàðàáîëû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå À (1; 0). Îáëàñòü èí-
òåãðèðîâàíèÿ D ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé â íàïðàâëåíèè îñè Oy è îï-
ðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ x ≤ 1;

x � x2 ≤ y ≤ 1 � x2.
Ñëåäîâàòåëüíî,
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Ïðèìåð 3.29. Âûðàçèòü äâîéíîé èíòåãðàë ïî ôóíêöèè f(x; y) ïî
îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = 3 � x2 è ïðÿìîé y = �1, ÷åðåç
äâóêðàòíûå èíòåãðàëû ïðè ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé 






−=
−=
1

3 2

y

xy
, íàéäåì òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû è ïðÿìîé. Ýòî áóäóò òî÷êè À (�2; �1) è

Ðèñ. 48

0 x

y

y = x � x2

y = 1 � x2

D

(x, y)

A(1; 0)



178

Â (2; �1). Âåðøèíà ïàðàáîëû íàõîäèòñÿ â òî÷êå Ñ (0; 3); îñü Îy
ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ïàðàáîëû (ðèñ. 49).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîâòîðíûé èíòåãðàë ïî îáëàñòè D, èíòå-
ãðèðóÿ âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå ïî y, à âî âíåøíåì èíòåãðàëå �
ïî x. Äëÿ  ýòîãî  áóäåì  ðàññìàòðèâàòü  îáëàñòü  D  êàê  çàêëþ÷åí-
íóþ  â ïîëîñå  ìåæäó  ïðÿìûìè  x = �2 è x = 2  (îáëàñòü  D  ïðîåê-
òèðóåòñÿ íà  îñü  Oõ  â  îòðåçîê  [�2;  2]).  Îáëàñòü  îãðàíè÷åíà
ñíèçó  îòðåçêîì AB ñ óðàâíåíèåì y = �1(�2 ≤ x ≤ 2), à ñâåðõó �
äóãîé ïàðàáîëû y = 3�x2 (�2 ≤ x ≤ 2). Ñëåäîâàòåëüíî, äâóêðàòíûé

èíòåãðàë áóäåò ∫∫
−

−−

23

1

2

2

.);(
x

dyyxfdx

Èçìåíèì òåïåðü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ò.å. áóäåì âî âíóò-
ðåííåì  èíòåãðàëå  èíòåãðèðîâàòü  ïî  õ,  à  âî  âíåøíåì  �  ïî  y.
Äëÿ  ýòîãî  áóäåì  ðàññìàòðèâàòü  îáëàñòü  D  êàê  çàêëþ÷åííóþ  â
ïîëîñå  ìåæäó  ïðÿìûìè  y = �1 è y = 3  (îáëàñòü  D  ïðîåêòèðóåòñÿ
íà  îñü  Oy  â  îòðåçîê  [�1;  3]).  Îáëàñòü  îãðàíè÷åíà  ñëåâà  äóãîé

ïàðàáîëû yx −−= 3    (�1 ≤ y ≤ 3),  à  ñïðàâà  �  äóãîé  ïàðàáîëû

yx −= 3  (�1 ≤ y ≤ 3). Ýòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè óðàâíå-

íèå y = 3 � x2 ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî x. Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü

äâóêðàòíûé èíòåãðàë áóäåò ∫∫
−

−−−

y

y

dxyxfdy

3

3

3

1

.);(

Ðèñ. 49
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Èòàê,

∫∫∫∫∫ ∫
−

−−−

−

−−

==
y

y

x

D

dxyxfdydyyxfdxdydxyxf

3

3

3

1

3

1)(

2

2

.);();();(

2

Ïëîùàäü S ïëîñêîé îáëàñòè G âûðàæàåòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñëåäóþùèìè èíòåãðàëàìè:

∫∫=
G

dydxS
(3.17)

â äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ, à â ïîëÿðíûõ êîîð-
äèíàòàõ x = r cos ϕ,  y = r sin ϕ  èìååì

.ϕddrrS
G
∫∫=

(3.18)

Ïðèìåð 3.30. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè
r = a (1 + cos ϕ) è r = a cosϕ (a > 0).

Â ïëîñêîñòè Oxy ôèãóðà ïîêàçàíà íà ðèñ. 50.

Âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå (3.18) ïëîùàäü âåðõíåé ÷àñòè è óäâîèì:

=




 ++
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=+==

∫∫

∫∫∫∫ ∫∫
++

ϕϕϕϕ
ϕ

ϕϕϕ

π

π

π

ϕπ

π

ϕ

ϕ

π

dard
a
ar

drrddrrdddrrS

a

G

a

a

2

2
2/

0

2

)cos1(
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)cos1(
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2/

0

0
)cos1(
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)cos1(

222

Ðèñ. 50

a

r = a (1 + cosϕ)

x2a

y

r = a cosϕ
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.
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 ++++=

=++++= ∫∫

Îáúåì V öèëèíäðà, îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó íåïðåðûâíîé ïî-
âåðõíîñòüþ z = f (x, y), ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0 è ñ áîêîâ ïðÿìîé
öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, âûðåçàþùåé íà ïëîñêîñòè Oxy îá-
ëàñòü G, âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

∫∫=
G

dydxyxfV ),(
(3.19)

(ôóíêöèÿ f (x, y) ≥ 0 îäíîçíà÷íà â îáëàñòè G).

Ïðèìåð 3.31. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõ-

íîñòÿìè z = 0, x = 0, y = x, z = 1 �y y .

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì ÷åðòåæ, íà êîòîðîì èçîáðàçèì òåëî, îãðà-
íè÷åííîå óêàçàííûìè ïîâåðõíîñòÿìè (ðèñ. 51 à). Îáúåì òåëà

∫∫=
D

dydxzV , ãäå yyz −=1  � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè, îãðàíè-

÷èâàþùåé òåëî ñâåðõó, à D � îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùàÿ ñîáîé òðåóãîëüíèê â ïëîñêîñòè xOy, îãðàíè÷åííûé ïðÿ-
ìûìè x = 0, y = x è y = 1, ÿâëÿþùèìèñÿ ëèíèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ

Ðèñ. 51

x

y

x

y
a)

z

y =
 x

á)

y 
= 1

0

D

0

1

D

y = 1

y =
 x

yyz −=1 (1; 1)
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ñ  ïëîñêîñòüþ  xOy (z = 0)  ïëîñêîñòåé  x = 0,  y = x  è  yyz −=1
(ðèñ. 51 á). Âåðøèíàìè ýòîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ òî÷êè (0; 0),
(0; 1), (1; 1), ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíå-
íèé, ñîñòàâëåííûõ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð óðàâíåíèé ñòîðîí. Ýòó
îáëàñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàêëþ÷åííóþ â ïîëîñå ìåæäó
ïðÿìûìè y = 0 è y= 1; ñëåâà îáëàñòü îãðàíè÷åíà ïðÿìîé x = 0, à
ñïðàâà � ïðÿìîé x = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

( ) ( ) ( )

( )∫ ∫

∫∫∫∫∫

=
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Ðàçäåë 4

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

4.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, íåèçâåñò-
íóþ ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå èëè äèôôåðåíöèàëû ðàçëè÷íûõ
ïîðÿäêîâ, íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê
ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â ýòî óðàâíåíèå. Íàïðèìåð, óðàâ-

íåíèå y′ sin x + y tg x = 1 � ïåðâîãî ïîðÿäêà; 3
2

2

x
dx

yd =  � âòîðîãî

ïîðÿäêà; y″′ � 5õy′ + õó = 0 � òðåòüåãî ïîðÿäêà.
Ôóíêöèÿ y = ϕ (x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ãðàôèê ðåøå-
íèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ.

Åñëè ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ, çàäàíà íåÿâíî, ò.å. ñîîòíîøåíèåì âèäà ϕ (x, ó) = 0, òî ãîâî-
ðÿò îá èíòåãðàëå óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåå ñòîëüêî
íåçàâèñèìûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êàêîâ ïîðÿäîê óðàâíå-
íèÿ, íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàê, äëÿ óðàâ-
íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:

y = ϕ (x, Ñ),

à äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà � âèä:

y =ϕ (x, Ñ1, Ñ2).

Ôóíêöèè, ïîëó÷àåìûå èç îáùåãî ðåøåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñ-
ëîâûõ çíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, íàçûâàþòñÿ ÷àñòíû-
ìè ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêè îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî êðèâûõ,
à ÷àñòíîå ðåøåíèå � íåêîòîðóþ êðèâóþ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
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ðÿäêà îíè èìåþò âèä y(x0) = y0; äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà �
âèä y(x0) = y0, y′(x0) = y′0. Ïî ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì îïðåäåëÿ-
þòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â îáùåì ðåøåíèè óðàâ-
íåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, óäîâëåò-
âîðÿþùèå çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Ïðèìåð 4.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = cos x ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ y″ + y = 0.

Ðåøåíèå. Èìååì

y′ = �sin x,   y″ = �cos x.

Ïîäñòàâëÿÿ  âûðàæåíèÿ  äëÿ  y″  è  y  â  äàííîå  óðàâíåíèå,  ïî-
ëó÷àåì:

y″ + y = �cos x + cos x = 0,

ò.å., äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ y = cos x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äàííîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 4.2. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíè-
åì x2 � y2 = 4, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ .
y

x
y =′

Ðåøåíèå. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî ïåðå-
ìåííîé õ, ïîëó÷èì:

2õ � 2óó′ = 0,

îòêóäà .
y

x
y =′

4.2. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-
ìè èìååò âèä:

M1(x) N1(y)dx + M2(x) N2(y)dy = 0.

Ðåøàåòñÿ îíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîäåëèâ âñå ÷ëåíû óðàâ-
íåíèÿ íà N1(y) M2(x), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

,0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 =+ dy
yN

yN
dx

xM

xM
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â êîòîðîì ïåðåìåííûå ðàçäåëåíû. Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ
íàõîäèòñÿ ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì:

.
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 Cdy
yN

yN
dx

xM

xM =+ ∫∫
Ïðèìåð 4.3. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

cos2 y ctg x dx + sin2 x tg y dy = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â äàííîì óðàâíåíèè, ïîäåëèâ
îáå åãî ÷àñòè íà âûðàæåíèå cos2 y · sin2 x:

.0
cos

tg

sin

ctg
22

=+ dy
y

y
dx

x

x

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

∫ ∫ =+ ,
cos

tg

sin

ctg
22

Cdy
y

y
dx

x

x

îòêóäà

.
2

tg

2

ctg� 22

C
yx =+

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî Ñ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è çàìå-

íèì Ñ íà .
2

C
 Òîãäà

tg2 y � ctg2 x = C.

Ýòî è åñòü îáùèé èíòåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 4.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà .0
ln

=−′
x

y
yx

Ðåøåíèå. Âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ ó′ èç óðàâíåíèÿ .
ln xx

y
y =′

Ïðàâàÿ  ÷àñòü  ðàçëàãàåòñÿ  íà  ìíîæèòåëè   f (x,y) = ϕ (x) · ψ (y),
ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ðàçäåëèì èõ 
xx

y

dx

dy

ln
=  èëè .

ln xx

dx

y

dy =  Òåïåðü ïðîèíòåãðèðóåì
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îáå  ÷àñòè  è  äëÿ  óäîáñòâà  äîïèøåì  ïîñòîÿííóþ  èíòåãðèðîâà-
íèÿ â âèäå ln c.

,
ln

ln
||ln,

ln∫ ∫ ∫==
x

xd
y

xx

dx

y

dy

ln| y | = ln | ln x | + ln c (c > 0)
èëè

ln| y | = ln ñ | ln x |,

òîãäà
 | y | = c | ln x |.

Îêîí÷àòåëüíî ó = ñ · ln x, ãäå ñ � ëþáîå ÷èñëî. Èòàê, èñêîìîå
îáùåå ðåøåíèå ó = ñ ln x.

Ïðèìåð 4.5. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1 + ex)yy′ = ex,
óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ó |x = 0 = 1.

Ðåøåíèå. Èìååì .)1( xx eye
dx

dy =+  Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó-

÷èì: .
1 x

x

e

dxe
ydy

+
=  Èíòåãðèðóÿ, íàéäåì îáùèé èíòåãðàë:

.)1ln(
2

2

Ce
y x ++=

Òåïåðü íàéäåì Ñ. Ïîëîæèì õ = 0, ó = 1, òîãäà

.2ln
2

1
)1ln(

2

1 0 −=⇒++= ÑCe

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå Ñ â âûðàæåíèå îáùåãî èíòåãðàëà, íàé-
äåì ÷àñòíûé èíòåãðàë:

2ln
2

1
)1ln(

2

2

−++= xe
y

èëè

,
2

1
ln1

2

1
ln21

2

2









 ++=++=
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îòêóäà
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1
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 ++±=
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Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî y > 0 (ó |x = 0 = 1), ïîýòîìó
ïåðåä êîðíåì áåðåì çíàê ïëþñ. Èòàê, èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå:

.1)�2(ln èëè
2

1
ln1 2

122













=









 ++=
−y

e x 
e

y
x

Ïðèìåð 4.6. Íàéòè ÷àñòíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

y′ sin2 x ln y + y = 0,

óäîâëåòâîðÿþùèé íà÷àëüíûì óñëîâèÿì .1
4

=




 π

y

Ðåøåíèå. Íàéäåì îáùèé èíòåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòî-
ãî ðàçäåëèì ïåðåìåííûå:

sin2 x ln y dy + y dx = 0,
èëè

.
sin

ln
2 x

dx
dy

y

y −=

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

.ctg
2

ln2

Cx
y +=

Ýòî è åñòü îáùèé èíòåãðàë äàííîãî óðàâíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ ,1
4

=




 π

y  ïîäñòàâëÿåì â âûðàæåíèå îáùåãî èí-

òåãðàëà çàäàííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ,
4

π=x  ó = 1 � òåì ñàìûì

îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé Ñ:

,
4

ctg
2

1ln2

C+= π

îòêóäà Ñ = �1. Èòàê, èñêîìûé ÷àñòíûé èíòåãðàë

.1�ctg
2

ln2

x
y =



187

4.3. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà






=′

x

y
fy (1)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì.
Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþ-

ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ïîäñòàíîâêîé y = ux, ãäå u � íîâàÿ èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ.

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî y = ux, ïîëó÷èì:

.u
dx

du
x

dx

dy += (2)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ  ó  è 
dx

dy
  â óðàâíåíèå (1), èìååì:

),(ufu
dx

du
x =+

îòêóäà

.0
)(

=−
− x

dx

uuf

du
(3)

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Íàéäÿ îáùåå
ðåøåíèå (èíòåãðàë) óðàâíåíèÿ (3), ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå (èí-

òåãðàë) äàííîãî óðàâíåíèÿ (1), çàìåíèâ u íà .
x

y

Ïðèìåð 4.7. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)dx � xy dy = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé :
dx

dy

.
22

xy

yx
y

+=′
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Ïîäåëèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà
õ2, ïîëó÷èì:

x
y
x
y

y

2

1 




+

=′
(*)

ò.å. y′ åñòü ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ .
x

y
 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå óðàâ-

íåíèå � îäíîðîäíîå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ .
x

y
u =

Òîãäà y = ux   è   .uxy
dx

du +=′  Óðàâíåíèå (*) ïðåîáðàçóåòñÿ â óðàâ-

íåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

,
1 2

u

u
u

dx

du
x

+=+

èëè

udx

du
x

1=

îòêóäà

.udu
x

dx =

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

,ln
2

||ln
2

C
u

x +=

îòêóäà

2
ln

2u

C

x =

ò.å.

.2

2u

Cex =

Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå u îòíîøåíèåì ,
x

y
 îêîí÷àòåëü-

íî ïîëó÷èì:

 
.

2

2

2x

y

Cex =
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Ïðèìåð 4.8. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð:

.
2

22

xy

yx

dx

dy +=

Ðåøåíèå. Äåëàÿ ïîäñòàíîâêó ó = õu, ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó:

.
2

1 2

u

u
u

dx

du
x

+=+

Îòñþäà

u

u
u

u

u

dx

du
x

2

1

2

1 22 −=−+=

è ïîòîìó

.;

;;1;
1

|;|ln|1|ln||ln;
1

2

222

22
222

2
2

CxxyCxxy

Cxyx
yx

Cx

u

C
x

Cux
u

udu

x

dx

−±=−=

=−
−

=
−

=

+−−=
−

=

Çàäà÷à.
Â òåîðèè ðåçàíèÿ âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè êðèâóþ,

êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå îáðàçóåò ïîñòîÿííûé óãîë
α ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ýòîé òî÷êè (ðèñ. 52). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è
èìååì ϕ = α + ψ è ïîòîìó

.
tgtg�1

tgtg
)(tgtg

ψα
ψαψαϕ +=+= (1)

Ðèñ. 52

0
x

y

α

ψ

ϕ
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Íî èç ðèñ. 52 âèäíî, ÷òî ,tg
x

y=ψ  à, êàê èçâåñòíî, tg ϕ = y′.

Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (1) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

,
1

x

y
k

x

y
k

y
−

+
=′

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæåíî k = tg α. Ýòî � îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó  ó = õu. Ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷àåì, ÷òî

,
1

)1( 2

ku

uk

dx

du
x

−
+=

îòêóäà íàõîäèì

.lnln)1ln(
2

1
tgarc

1 2 xCuu
k

=++−

Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî u çíà÷åíèå 
x

y
 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

.lntgarc
1 22

C

yx

x

y

k

+
=

Ýòî ðàâåíñòâî ïðîùå çàïèñàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, ïî-

ëîæèâ x2 + y2 = r2, .tgϕ=
x

y
 Ìû ïîëó÷èì, ÷òî

.kCer
ϕ

=

Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñïèðàëüþ.

4.4. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Óðàâíåíèå âèäà

)()( xQyxP
dx

dy =⋅+ (1)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì.
Ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê äâóì óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëÿþ-

ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè çàìåíîé èñêîìîé ôóíêöèè ó ïðîèçâåäåíè-
åì äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé u è υ, ò.å. y = uυ.
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Òîãäà

dx

dv
u

dx

du

dx

dy += υ

è óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

)()( xQxP
dx

dv
u

dx

du =



 ++ υυ (2)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî îäíî èç âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, íà-
ïðèìåð υ, âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, ïîäáåðåì åãî òàê, ÷òîáû âûðà-
æåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàòèëîñü â íóëü, ò.å. â êà÷åñòâå υ
âîçüìåì îäíî èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé υ = υ(õ) óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþ-
ùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

.0)( =+ υxP
dx

dv

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå υ = υ(õ) â óðàâíåíèå (2), ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u:

).(xQ
dx

du =υ

Ýòî òàêæå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Íàéäÿ
îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ u = u(õ, C), ïîëó÷èì îáùåå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (1):

y = u(õ, C) υ (x).

Ïðèìåð 4.9. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ � y tg x = sin x.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì y = uυ, òîãäà y′ = u′υ + uυ′ è äàííîå óðàâíå-
íèå ïðèíèìàåò âèä

u′υ + uυ′ � uυ tg x = sin x,
èëè

u′υ + u(υ′ � υ tg x) = sin x. (*)

Ðåøàÿ óðàâíåíèå υ′ � υ tg x = 0, ïîëó÷èì ïðîñòåéøåå ÷àñòíîå
ðåøåíèå:

,|cos|ln||ln;tg;tg xdxx
d

x
dx

d −=== υ
υ
υυυ

îòêóäà
.

cos

1

x
=υ
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Ïîäñòàâëÿÿ υ â óðàâíåíèå (*), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x
x

u sin
cos

1 =⋅′

èç êîòîðîãî íàõîäèì u:

,cossin;sin
cos

1
dxxxdux

xdx

du ==⋅

îòêóäà

.
2

sin2

C
x

u +=

Èòàê, èñêîìîå îáùåå ðåøåíèå

.
cos

1

2

sin2

x
C

x
uy 










+== υ

Ïðèìåð 4.10. Ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

y′ + y · tg x = cos2 x.

Ðåøåíèå. Ïîëàãàÿ y = uυ, ïðèâîäèì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

υ[u′ + u tg x] + uυ′= cos2x.

Ïðèðàâíÿåì êâàäðàòíóþ ñêîáêó ê íóëþ:

u′ + u tg x = 0,
ìû ïîëó÷èì, ÷òî

.cos,coslnln;tg xuxudxx
u

du ==−=

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå u â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå äëÿ υ:

ños x · υ′ = cos2x.

Îòñþäà íàõîäèì:

υ′ = cos x,    υ = sin x + C.

Òàêèì îáðàçîì,

y = uυ = cos x(sin x + C).
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Ïðèìåð 4.11. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé ëèíèè â ñîïðîòèâ-

ëÿþùåéñÿ ñðåäå ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùåéñÿ ñèëû
F1 = A sin ω t. Ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè
äâèæåíèÿ. Âûâåñòè çàêîí èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè òåëà, åñëè åãî íà-
÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíÿëàñü íóëþ.

Ïî óñëîâèþ íà òåëî äåéñòâóþò äâå ñèëû: ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ
ñðåäû F2 = �kυ è ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà F1 = A sin ω t. Îáùàÿ ñèëà
ðàâíà  F = �kυ + A sin ω t. Íî  ïî  âòîðîìó  çàêîíó  Íüþòîíà  èìååì
F = ma, à óñêîðåíèå � ýòî ïðîèçâîäíàÿ ñêîðîñòè ïî âðåìåíè:

.
dt

d
a

υ=  Îòñþäà ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

.sin t
m

A

m

k

dt

d ωυυ +−=

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîëàãàÿ υ = uw, íà-
õîäèì, ÷òî

.cossin

;cossin

;sin;

;sin

222

222

t

t

tt

m
k

m
k

m
k

m
k

Cett
m

k

mk

A
uw

Ctt
m

k

mk

Ae
w

te
m

A
weu

t
m

A
u

m

k
uwwu

−

−

+



 −

+
==

+



 −

+
=

=′=

=




 +′+′

ωωω
ω

υ

ωωω
ω

ω

ω

Ïîëàãàÿ t = 0, υ = 0, íàõîäèì

;,0
222222 ω

ω
ω

ω
mk

A
C

mk

A
C

+
=

+
−=

èìååì

.cossin
222 



 +−

+
=

− t
m
k

ått
m

k

mk

A ωωωω
ω

υ
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4.5. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Óðàâíåíèåì Áåðíóëëè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå 1-ãî ïîðÿäêà âèäà:

y = P(x)y + Q(x)ym,

ãäå  m ≠ 0,  m ≠ 1  (ïðè  m = 0  óðàâíåíèå  ÿâëÿåòñÿ  ëèíåéíûì,  à  ïðè
m = 1 � óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè).

Òàê æå, êàê è ëèíåéíîå, óðàâíåíèå Áåðíóëëè ìîæíî ïðîèíòåã-
ðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè y = uυ èëè ñâåñòè ê ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè z = y1 � m.

Ïðèìåð 4.12. Ðåøèòü óðàâíåíèå .
2

y

x

x

y
y +=′

Ïîëàãàÿ y = uυ, ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó

.0
2

=









−+





 −

υ
υυ

u

x
u

dx

d

x

u

dx

du

Èç îáùåãî ðåøåíèÿ u = Cx óðàâíåíèÿ

0=−
x

u

dx

du

âûáèðàåì â êà÷åñòâå ôóíêöèè u îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå, íàïðèìåð

u1 = õ.

Ïîäñòàâëÿÿ u1 â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì íîâîå óðàâíå-

íèå ,0
2

=−
υ

υ
x

x

dx

d
x  èëè .

1

υ
υ =

dx

d  Åãî îáùåå ðåøåíèå .2 Cx +=υ

Ïåðåìíîæàÿ u1 è v, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ .2 Cxxy +=

Ïðèìåð 4.13. Ðåøèòü óðàâíåíèå Áåðíóëëè îòíîñèòåëüíî x = x (y):

.
2

1

2 xy

x

dy

dx −=

Ïîëîæèì x = uυ è ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó:

.0
2

1

2
=





++





−

υ
υυ

u
u

dy

d

y

u

dy

du
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Ðàññìîòðåâ óðàâíåíèå

,0
2

=−
y

u

dy

du

âîçüìåì åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå .1 yu =  Òîãäà ìû ïðèäåì ê óðàâíå-

íèþ ,0
2

1 =+
ydy

d
y

υ
υ

 îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî .ln2

y

C=υ

Ïåðåìíîæàÿ yu =2
1  è υ2, ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ

.ln2

y

C
yx =

4.6. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà  y″″″″″ = f (x)

Óðàâíåíèÿ âèäà y″ = f (x) ðåøàþòñÿ äâóêðàòíûì èíòåãðèðîâà-
íèåì. Ïîëàãàÿ y′ = z, ïîëó÷èì y″ = z′ ; â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

),(xfz =′   èëè  ),(xf
dx

dz =   èëè  dz = f (x)dx.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

∫ ∫= ,)( dxxfdz

îòêóäà
z = F (x) + C1

[çäåñü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ îò f (x)]. Çàìåíÿåì â ïîñëåäíåì óðàâ-

íåíèè z çíà÷åíèåì :
dx

dy

,)( 1CxF
dx

dy +=

èëè
dy = [F (x) + C1]dx.
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Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàõîäèì

,)( 21 CxCdxxFy ++= ∫
îòêóäà

ó = Φ(õ) + Ñ1õ + Ñ2.

Ýòî è åñòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y″ = f (x).

Ïðèìåð 4.14. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ = 1 � x2.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì ,z
dx

dy =  òîãäà äàííîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ

â âèäå:

,�1 2x
dx

dz =   èëè    dz = (1 � x2)dx.

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ íàéäåì

.
3 1

3

C
x

xz +−=

Îòñþäà

,
3 1

3

C
x

x
dx

dy +−=   èëè   .
3 1

3

dxC
x

xdy 









+−=

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå

.
122 21

42

CxC
xx

y ++−=

Ïðèìåð 4.15. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ = sin x � 1,

óäîâëåòâîðÿþùåå   çàäàííûì   íà÷àëüíûì   óñëîâèÿì   y (0) = �1,
 y′ (0) = 1.

Ðåøåíèå. Èìååì ,z
dx

dy =  îòêóäà

;)1(sin,1�sin dxxdzx
dx

dz −==

z = �cos x � x + C1.



197

Ñëåäîâàòåëüíî,

y′ = �cos x � x + C1.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y′ (0) = 1, ïîëó÷àåì

1 = �cos 0 + C1,

îòêóäà C1 = 2. Òàêèì îáðàçîì,

,2cos� +−= xx
dx

dy

èëè
dy = (�cos x � x + 2)dx.

Èíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå:

.2
2

sin 2

2

Cx
x

xy ++−−=

Èñïîëüçóÿ   òåïåðü   íà÷àëüíûå   óñëîâèÿ   y  (0)  =  �1,   íàõîäèì
C2 = �1. Èòàê, èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä:

.12
2

sin
2

−+−−= x
x

xy

4.7. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèå âèäà

y″ + py′ + qy = 0. (1)

Äëÿ îòûñêàíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñîñòàâëÿåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

r2 + pr + q = 0, (2)

êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1) çàìåíîé â íåì ïðîèçâîäíûõ
èñêîìîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè r, ïðè÷åì ñàìà
ôóíêöèÿ çàìåíÿåòñÿ åäèíèöåé.
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Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñòðîèòñÿ â çàâèñèìîñòè
îò õàðàêòåðà êîðíåé r1 è r2 óðàâíåíèÿ (2). Çäåñü âîçìîæíû òðè
ñëó÷àÿ.

1-é ñ ë ó ÷ à é. Êîðíè r1 è r2 � äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå.
Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä:

.21
11

xrxr
eCeCy += (3)

2-é ñ ë ó ÷ à é.  Êîðíè   r1   è   r2   �   äåéñòâèòåëüíûå   è   ðàâíûå:
r1 = r2 = r. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä:

ó = (Ñ1 + Ñ2 x)erx. (4)

3-é ñ ë ó ÷ à é.  Êîðíè   r1   è   r2   �   êîìïëåêñíî   ñîïðÿæåííûå:
r1 = α + β i, r2 = α � β i. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå çàâèñûâàåòñÿ òàê:

ó = eax(Ñ1 cos βx + Ñ2 sin βx). (5)

Ïðèìåð 4.16. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ � 5y′ � 6y = 0.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå; äëÿ ýòîãî
çàìåíèì ôóíêöèþ ó è åå ïðîèçâîäíûå y′ è y″ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñòåïåíÿìè r: r0 = 1, r è r2. Òîãäà ïîëó÷èì

r2 � 5r � 6 = 0,

îòêóäà   r1 = �1,   r2 = 6.   Òàê   êàê   êîðíè   õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå, òî îáùåå ðåøåíèå äàí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (3) èìååò
âèä:

ó = Ñ1e
�x + Ñ2e

6x.

Ïðèìåð 4.17. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ � 4y′ + 4y = 0.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

r2 � 4r + 4 = 0,
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èç êîòîðîãî íàõîäèì r1,2 = 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìå-
åò ðàâíûå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè, ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (4)
îáùåå ðåøåíèå çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ó = e2x(Ñ1 + Ñ2x).

Ïðèìåð 4.18. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ + 9y = 0.

Ðåøåíèå. Ýòîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

r2 + 9 = 0,

èìåþùåå äâà ìíèìûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ r1,2 = ±3i. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (5) ïðè α = 0 è β = 3, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå

ó = Ñ1 cos 3x + Ñ2 sin 3x.

Ïðèìåð 4.19. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ + 6y′ + 25y = 0.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

r2 + 6r + 25 = 0

èìååò äâà êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ r1,2 = �3 ± 4i. Ïî ôîð-
ìóëå (5) ïðè α = �3 è β = 4, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå

ó = e�3x(Ñ1 cos 4x + Ñ2 sin 4x).

Ïðèìåð 4.20. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y″ � 3y′ + 2y = 0,
óäîâëåòâîðÿþùåå    çàäàííûì    íà÷àëüíûì    óñëîâèÿì   y(0)  =  1,
y′ (0) = �1.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

r2 � 3r + 2 = 0

åãî  êîðíè  r1 = 1,  r2 = 2.  Ñëåäîâàòåëüíî,  îáùåå  ðåøåíèå  èìååò
âèä:

ó = Ñ1e
x + Ñ2e

2x.
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Äàëåå, èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ
ïîñòîÿííûõ Ñ1 è Ñ2. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â îáùåå ðåøåíèå çàäàí-
íûå çíà÷åíèÿ õ = 0, ó = 1; â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíî èç óðàâíå-
íèé, ñâÿçûâàþùåå Ñ1 è Ñ2:

1 = Ñ1 + Ñ2.

Âòîðîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî Ñ1 è Ñ2 ïîëó÷èì ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáùåå ðåøåíèå:

ó′ = Ñ1e
x + 2Ñ2e

2x

è  ïîäñòàâèì  â  íàéäåííîå  âûðàæåíèå  çàäàííû å çíà÷åíèÿ  õ = 0,
ó′ = �1:

�1 = Ñ1 + 2Ñ2.

Èç ñèñòåìû





=+
=+

1�2
,1

21

21
CC

CC

íàõîäèì Ñ1 = 3, Ñ2 = �2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøå-
íèå èìååò âèä

ó = 3ex � 2e2x.

4.8. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä:

y″ + py′ + qy= f (x). (1)

Îíî îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ

y″ + py′ + qy = 0. (2)

íàëè÷èåì â ïðàâîé ÷àñòè íåêîòîðîé ôóíêöèè f (x).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ñíà÷àëà íóæ-
íî íàéòè îáùåå ðåøåíèå y  óðàâíåíèÿ (2), à çàòåì íàéòè êàêîå-
ëèáî ÷àñòíîå ðåøåíèå ó* óðàâíåíèÿ (1). Èõ ñóììà åñòü îáùåå ðå-
øåíèå äàííîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1):

.∗+= yyy

Ïðèâåäåì  ïðàâèëî  îòûñêàíèÿ  ÷àñòíîãî  ðåøåíèÿ  ó*  óðàâíå-
íèÿ (1) â ñëåäóþùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ:

ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) èìååò âèä

f (x) = ekxPn(x). (3)

ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n;
ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) èìååò âèä

f (x) = a cos λx + b sin λx. (4)

Ðàññìîòðèì êàæäûé èç ýòèõ ñëó÷àåâ â îòäåëüíîñòè.

I. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä

f (x) = ekxPn (x),

ïðè÷åì  ÷èñëî  k  íå  ÿâëÿåòñÿ  êîðíåì  õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî  óðàâ-
íåíèÿ

r2 + pr + q = 0, (5)

ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (2). Òîãäà ÷àñòíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò èñêàòü â ôîðìå

ó* = ekx Qn(x), (6)

ãäå Qn(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí òîé æå ñòåïåíè n ñ íåîïðåäå-
ëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Åñëè æå ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ  (5),  òî  ÷àñòíîå  ðåøåíèå  óðàâíåíèÿ  (1)  ñëåäóåò  èñêàòü  â
ôîðìå

ó* = xmekx Qn (x), (7)

ãäå m � êðàòíîñòü êîðíÿ k (ò.å. m = 1, åñëè k � îäíîêðàòíûé
êîðåíü, è m = 2, åñëè k � äâóêðàòíûé êîðåíü).
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II. Ïóñòü òåïåðü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä:

f (x) = a cos λx + b sin λx,

ïðè÷åì ÷èñëà ±λ i  íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ (5). Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò èñêàòü â
ôîðìå

ó* = À cos λx + Â sin λx, (8)

ãäå À è Â � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû.
Åñëè æå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ±λi ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (5), òî ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñëå-
äóåò èñêàòü â ôîðìå

ó* = x(À cos λx + Â sin λx). (9)

Ïðèìåð 4.21. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ + 4y′ + 3y = (8x2 + 84x)ex.

Ðåøåíèå:
1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå y  ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ

y″ + 4y′ + 3y = 0.

Ðåøàÿ îòâå÷àþùåå åìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

r2 + 4r + 3 = 0,

ïîëó÷àåì êîðíè r1 = �3, r2 = �1. Ñëåäîâàòåëüíî,

.2
3

1
xx eCeCy −− +=

2. Ïåðåéäåì ê îòûñêàíèþ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ó* äàííîãî óðàâ-
íåíèÿ. Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) = (8x2 + 84x)ex èìååò âèä (3): n = 2,
P2(x) = 8x2 + 84x, k = 1, ïðè÷åì k = 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíîå ðåøåíèå ó* íóæ-
íî èñêàòü â ôîðìå

ó* = (Àx2 + Bx + C )ex,
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ãäå À, B è C � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëå-
íèþ. Äëÿ èõ îòûñêàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ó* äîëæíî áûòü
ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ. Íàéäåì y*′ è  y*″:

;)224(

)22()2(

,)2()2()(

2

2

22

x

xx

xxx

eCBABxAxAx

eBAAxeCBBxAxAxy

eCBBxAxAxeBAxeCBxAxy

+++++=

=+++++++=

++++=++++=
∗′′

∗′

òåïåðü ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ ó*, y*′ è  y*″ â äàííîå óðàâíåíèå:

(Ax2 + 4Ax + Bx + 2A + 2B + C)ex + 4(Ax2 + 2Ax + Bx + B + C)ex +
+3(Ax2 + Bx + C)ex = (8x2 + 84x)ex.

Ñîêðàùàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà ex è ãðóïïèðóÿ
÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ õ, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Ax2 + (12À + 8Â)x + (2À + 6Â +8Ñ) = 8x2 + 84x.

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ õ â îáåèõ ÷àñ-
òÿõ ðàâåíñòâà ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Èòàê, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îòûñêàíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ À, Â è Ñ:







=++
=+
=

.0862
,84812

,88

CBA
BA

A

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì À = 1, Â = 9, Ñ = �7. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷àåì èñêîìîå ÷àñòíîå ðåøåíèå

ó* = (õ2 + 9x � 7)ex.

Òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ

.)79( 2
2

3
1

xxx exxeCeCyyy −+++=+= −−∗

Ïðèìåð 4.22. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ + 6y′ + 9y = 14e�3x.

Ðåøåíèå. 1. Íàéäåì y .
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå   óðàâíåíèå   r2 + 6r + 9 = 0,   èìååì   êîðíè

r
1
 = r

2
 = �3. Ñëåäîâàòåëüíî,

.)( 3
21

xexCCy −+=
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2. Íàéäåì òåïåðü ó*. Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä (3): n = 0,
P0 = 14, k = �3. Òàê êàê k = �3 ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíûì êîðíåì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ó* ñëåäóåò
èñêàòü â ôîðìå

ó* = Àõ2e�3x,

ãäå À � êîýôôèöèåíò, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ. Âû÷èñëèì ïðî-
èçâîäíûå y*′ è  y*″:

.)2129(

,)23(
32

32

x

x

eAAxAxy

eAxAxy
−∗′′

−∗′

+−=

+−=

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ  y*, y*′ è  y*″ â äàííîå óðàâíåíèå,
ñîêðàùàÿ îáå åãî ÷àñòè íà e�3x è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, â èòîãå
ïîëó÷èì 2À = 14, îòêóäà À = 7. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷àñòíîå
ðåøåíèå èìååò âèä:

ó* = 7õ2e�3x.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ

.7)( 323
21

xx exexCCyyy −−∗ ++=+=

Ïðèìåð 4.23. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ � 4y′ + 5y = 2 cos x + 6 sin x.

Ðåøåíèå. 1. Íàéäåì y . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

r2 � 4r + 5 = 0

èìååì êîðíè r1,2 = 2 ± i. Ñëåäîâàòåëüíî,

).sincos( 21
2 xCxCey x +=

2. Áóäåì òåïåðü èñêàòü ó*. Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) èìååò âèä (4):
à = 2, b = 6, λ = ± i. ×èñëà ± i íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå ó* ñëåäóåò èñêàòü â
ôîðìå

ó* = À cos x + Â sin x,
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ãäå À è Â � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû. Íàéäåì ïðîèçâîä-
íûå y*′ è  y*″:

;sincos

,cossin

xBxAy

xBxAy

−−=

+−=
∗′′

∗′

ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âûðàæåíèÿ äëÿ y*, y*′ è  y*″ â äàííîå óðàâíå-
íèå è ãðóïïèðóÿ ÷ëåíû ïðè cos x è sin x, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(4À � 4Â) cos x + (4À + 4Â) sin x = 2 cos x + 6 sin x.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ À è Â èìååì ñèñòåìó





=+
=−

.644
,244

BA
BA

îòêóäà À = 1, .
2

1=B  Òàêèì îáðàçîì,

.sin
2

1
cos xxy +=∗

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

.sin
2

1
cos)sincos( 21

2 xxxCxCeyyy x +++=+= ∗

Ïðèìåð 4.24. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ + 4y = 12 cos 2x.

Ðåøåíèå. 1. Íàéäåì ñíà÷àëà y . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå r2 + 4 = 0, èìååò êîðíè r1,2 = ± 2i. Ñëåäîâàòåëüíî,

.2sin2cos 21 xCxCy +=

2. Ïåðåõîäèì ê íàõîæäåíèþ ó*. Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü f (x) èìååò
âèä (4): à = 12, b = 0, λ = ± 2i. Òàê êàê ÷èñëà ± 2i ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñëåäóåò èñ-
êàòü â ôîðìå

ó* = x(À cos 2x + Â sin 2x),
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ãäå À è Â � íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû. Èìååì

).2sin42cos4(

)2cos22sin2(2cos22sin2

),2cos22sin2(2sin2cos

xBxAx

xBxAxBxÀy

xBxAxxBxÀy

−−+
++−++−=

+−++=
∗′′

∗′

Ïîäñòàâèâ y*′ è  y*″ â äàííîå óðàâíåíèå è ïðèâåäÿ ïîäîáíûå
÷ëåíû, ïîëó÷èì

4Â cos 2x � 4À sin 2x = 12 cos 2x,

îòêóäà





=−
=

,04
,124   

A
B

ò.å. À = 0, Â = 3. Ïîýòîìó

ó* = 3x sin 2x.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå

.2sin32sin2cos* 21 xxxCxCyyy ++=+=

Ïðèìåð 4.25. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y″ + 2y′ � 8y = (12x + 20)e2x,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y (0) = 0,  y′ (0) = 1.

Ðåøåíèå. 1. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå r2 + 2r � 8 = 0 èìå-
åò êîðíè r1 = �4, r2 = 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

.2
2

4
1

xx eCeCy += −

2. Ïðàâàÿ  ÷àñòü  äàííîãî  óðàâíåíèÿ  èìååò  âèä  (3): n = 1,
P1(õ) = 12õ + 20, k = 2. Òàê êàê k = 2 ÿâëÿåòñÿ îäíîêðàòíûì êîð-
íåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ó* èùåì
â ôîðìå

ó* = x(Àõ + B)e2x = (Àõ2 + Bx)e2x.
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Îòñþäà

.)42484(

)224()2444(

,)222()2()22(

22

222

22222

x

xx

xxx

eBABxAxAx

eBAAxeBBxAxAxy

eBBxAxAxeBAxeBxAxy

++++=

=++++++=

+++=+++=
∗′′

∗′

Ïîäñòàâëÿÿ y*, y*′ è  y*″ â äàííîå óðàâíåíèå, ñîêðàùàÿ îáå åãî
÷àñòè íà å2õ è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

12Àõ + (2À + 6B) = 12õ + 20.

Ðåøàÿ ñèñòåìó





=+
=

,2062
,1212

BA
A

íàõîäèì À = 1, Â = 3. Îòñþäà

ó* = (õ2 + 3õ)e2x.

Èòàê, íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ

.)3( 222
2

4
1

õxx åõõeCeCyyy +++=+= −∗

3. Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ
çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ îáùå-
ãî ðåøåíèÿ

ó′ = �4Ñ1e
�4x + 2Ñ2e

2x + (2x2 + 8x + 3)e2x;

ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíîé
çíà÷åíèÿ õ = 0, ó = 0, ó′ = 1, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íà-
õîæäåíèÿ Ñ1 è Ñ2:





++−=
+=

.3241
,0

21

21
CC

CC

Îòñþäà ,
3

1
1 =C  .

3

1
2 −=C  Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ÷àñòíîå ðå-

øåíèå èìååò âèä:

.)3(
3

1

3

1 2224 xxx exxeey ++−= −
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Ðàçäåë 5

ÐßÄÛ

5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

×èñëîâûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà:

à1 + à2 + à3 + � + àn + �,

ãäå ÷èñëà à1, à2, à3, � àn, íàçûâàåìûå ÷ëåíàìè ðÿäà, îáðàçóþò áåñ-
êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñ-
òè÷íûõ ñóìì

S1 = à1,
S2 = à1 + à2,
S3 = à1 + à2 + à3,
.  .  .  .  .  .  .  .  .  .
Sn = à1 + à2 + à3 + � + an

ïðè n → ∞ èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë: .lim SSn
n

=
∞→

 Ýòîò ïðåäåë íàçû-

âàåòñÿ ñóììîé ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà. Åñëè êîíå÷íûé ïðåäåë n
n

S
∞→

lim  íå
ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 5.1.  Íàïèñàòü ïÿòü ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè, åñëè åå n-é ÷ëåí an èìååò âèä:

1) ;
14

1

−n
  2) ;

14

1
)1(�

−
⋅

n
n   3) ;

2

12
n

n +
  4) .

)1(�2 1

n

n−+

Ðåøåíèå. Âìåñòî n ïîäñòàâëÿåì 1, 2, �, 5:

1) ;
19

1
  ,

15

1
  ,

11

1
  ,

7

1
  ,

3

1
  :

14

1

−n

2) ;
19

1
  �,

15

1
  ,

11

1
 � ,

7

1
  ,

3

1
 � :

14

1
)1(�

−
⋅

n
n

3) ;
32

33
  ,

16

17
  ,

8

9
  ,

4

5
  ,

2

3
  :

2

12
n

n +

4) .
5

3
  ,

4

1
  ,

3

3
  ,

2

1
  ,

1

3
  :

)1(�2 1

n

n−+
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Ïðèìåð 5.2. Ïîëüçóÿñü íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèåì, ïîêà-
çàòü ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ, è íàéòè åãî ñóììó.

.  ...
)1(

1
...

43

1

32

1

21

1

)1(

1

1

+
+

++
⋅

+
⋅

+
⋅

=
+∑

∞

= nnnn
n

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòè÷íîé ñóììû ðÿäà èìååì:

......................................................

,
5

4

20

1

4

3

,
4

3

12

1

3

2

,
3

2

6

1

2

1

,
2

1

43214

3213

212

11

=+=+++=

=+=++=

=+=+=

==

aaaaS

aaaS

aaS

aS

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷-
íûõ ñóìì:

,...  ,
5

4
  ,

4

3
  ,

3

2
  ,

2

1

îáùèé ÷ëåí êîòîðîé ðàâåí: .
1+n

n
 ßñíî, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ è åå ïðåäåë ðàâåí åäèíèöå:

.1
1

limlim =
+

=
∞→∞→ n

n
S

n
n

n

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ è ñóììà åãî ðàâíà åäèíèöå.

5.2. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà.
Äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Ðÿä ìîæåò ñõîäèòüñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî îáùèé ÷ëåí
àn ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè íîìåðà n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

0lim =
∞→ n

n
a  � ýòî íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Åñëè æå ,0lim ≠
∞→ n

n
a  òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ � ýòî äîñòàòî÷íûé ïðè-

çíàê ðàñõîäèìîñòè ðÿäà.
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Äëÿ çíàêîïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ èìåþò ìåñòî ñëå-
äóþùèå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè, ïî êîòîðûì ìîæíî óñòàíîâèòü
èõ ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü.

1. Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ. Åñëè ÷ëåíû çíàêîïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà

à1 + à2 + � + àn + � , (1)

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà, íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ
÷ëåíîâ ðÿäà

b1 + b2 + � + bn + � , (2)

òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (1), à èç ðàñõî-
äèìîñòè ðÿäà (1) ñëåäóåò ðàñõîäèìîñòü ðÿäà (2).

Ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäîâ íà ñõîäèìîñòü è ðàñõîäèìîñòü ïî
ýòîìó ïðèçíàêó ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ

à + àq + aq2 + � + àqn
 + � (a > 0),

êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ïðè | q | < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè | q |  ≥ 1, è ãàðìîíè-
÷åñêèé ðÿä

,...
1

...
3

1

2

1
1 +++++

n

ÿâëÿþùèéñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì.

2. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà. Åñëè äëÿ ðÿäà (1)

,lim 1 l
a

a

n

n

n
=+

∞→

òî ïðè l < 1 ðÿä ñõîäèòñÿ, ïðè l > 1 � ðàñõîäèòñÿ (ïðè l = 1 âîïðîñ
î ñõîäèìîñòè ðÿäà îñòàåòñÿ íåðåøåííûì).

Ïðèìåð 5.3. Ïîëüçóÿñü íåîáõîäèìûì ïðèçíàêîì ñõîäèìîñòè,
ïîêàçàòü, ÷òî ðÿä

,...
1

...
4

3

3

2

2

1
1 +

+
+++++

n

n

ðàñõîäèòñÿ.
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Ðåøåíèå. Íàéäåì

.1
1

limlim =
+

=
∞→∞→ n

n
a

n
n

n

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà ïðè n → ∞ îòëè÷åí îò
íóëÿ, ò.å. íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 5.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

. ...
25

1
...

25

1

25

1

25

1
32

+
⋅

++
⋅

+
⋅

+
⋅ n

Ðåøåíèå. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñ ðÿäîì

.  ...
2

1
...

2

1

2

1

2

1
32

+++++
n (*)

Ðÿä (*) ñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷ëåíû îáðàçóþò áåñêîíå÷íî óáûâàþ-

ùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì .
2
1=q  Ïðè ýòîì

êàæäûé ÷ëåí 
nna

25

1

⋅
=   äàííîãî ðÿäà ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî

÷ëåíà 
nnb

2

1=  ðÿäà (*). Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ,

äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 5.5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

. ...
1

...
3

1

2

1
1

333
+++++

n

Ðåøåíèå. Ñðàâíèì äàííûé ðÿä ñ ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì

.  ...
1

...
3

1

2

1
1 +++++

n

Êàæäûé ÷ëåí 
3

1

n
na =  äàííîãî ðÿäà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áîëü-

øå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà 
n

bn
1=  ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà. Òàê êàê

ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òî, ñîãëàñíî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ,
ðàñõîäèòñÿ è äàííûé ðÿä.
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Ïðèìåð 5.6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

.  ...
1

...
3

1

2

1
1

222
+++++

n

Ðåøåíèå. Êàæäûé ÷ëåí ðÿäà

.  ...
1

...
3

1

2

1
222

++++
n

(*)

ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà

.  ...
)1(

1
...

32

1

21

1 +
+

++
⋅

+
⋅ nn

Êàê áûëî ïîêàçàíî â çàäà÷å 5.2, ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ è ðÿä (*). Ñõîäèìîñòü èñõîäíîãî ðÿäà, îò-
ëè÷àþùåãîñÿ îò ðÿäà (*) íàëè÷èåì ïåðâîãî ÷ëåíà 1, òåïåðü î÷å-
âèäíà.

Ïðèìåð 5.7. Ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ðåøèòü âîïðîñ
î ñõîäèìîñòè ðÿäà

 .  ...
3

...
3

3

3

2

3

1
32

+++++
n

n

Ðåøåíèå. Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíàêîì Äàëàì-
áåðà, íàäî çíàòü (n + 1)-é ÷ëåí ðÿäà. Îí ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîäñòà-

íîâêè â âûðàæåíèå îáùåãî ÷ëåíà ðÿäà 
nn

n
a

3
=  âìåñòî n ÷èñëà n + 1:

.
3

1
11 ++

+=
nn

n
a  Òåïåðü  íàéäåì  ïðåäåë  îòíîøåíèÿ  (n  +  1)-ãî  ÷ëåíà

ê n-ìó ÷ëåíó ïðè n → ∞:

.
3

1

3

1
lim

3

3)1(
lim

3
:

3

1
limlim

11
1 =+=

⋅
+=





 +=

∞→+∞→+∞→
+

∞→ n

n

n

nnn

a

a
nn

n

nnnnn

n

n

Òàê êàê ,1
3
1 <=l  òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 5.8. Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêîì Äàëàìáåðà, èññëåäîâàòü íà
ñõîäèìîñòü ðÿä

. ...
10

!
...

10

321

10

21

10

1
32

+++⋅⋅+⋅+
n

n

Ðåøåíèå. Çíàÿ 
nn

n
a

10

!=  íàéäåì (n + 1)-é ÷ëåí ðÿäà: .
10

)!1(
11 ++

+=
nn

n
à

Âû÷èñëèì

.
10

1
lim

10  !

10)!1(
lim

10

!
:

10

)!1(
limlim

11
1 ∞=+=+=



 +=

∞→+∞→+∞→
+

∞→

n

n

nnn

a

a
nn

n

nnnnn

n

n

Òàê êàê l = ∞ > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 5.9. Íà îñíîâàíèè ïðèçíàêà Äàëàìáåðà èññëåäîâàòü
ñõîäèìîñòü ðÿäà

.  ...
3

...
4

3

3

3

2

3
3

4

4

3

3

2

2
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Òàê êàê l = 0 < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

5.3. Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Ëåéáíèöà

Çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

à1 � à2 + à3 � � + (�1)n�1àn + � , (1)

ãäå à1, à2, à3, � , àn � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Äëÿ çíàêî÷åðåäóþùèõñÿ ðÿäîâ èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ïðè-

çíàê ñõîäèìîñòè.
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Ïðèçíàê Ëåéáíèöà. Ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, åñëè åãî ÷ëåíû ìîíîòîí-
íî óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå è îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè n → ∞.

Ïðèìåíåíèå ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ ê ïðèáëèæåííûì âû÷èñëåíè-
ÿì îñíîâàíî íà çàìåíå ñóììû ðÿäà ñóììîé íåñêîëüêèõ ïåðâûõ åãî
÷ëåíîâ. Äîïóñêàåìàÿ ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü î÷åíü ïðîñòî îöåíè-
âàåòñÿ äëÿ çíàêî÷åðåäóþùåãîñÿ ðÿäà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïðèçíà-
êó Ëåéáíèöà, � ýòî ïîãðåøíîñòü ìåíüøå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ
ïåðâîãî èç îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ ðÿäà.

Ïðèìåð 5.10. Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêîì Ëåéáíèöà, èññëåäîâàòü íà
ñõîäèìîñòü çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
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Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷ëåíû äàííîãî ðÿäà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷è-
íå ìîíîòîííî óáûâàþò:

...
4

1

3

1

2

1
1 >>>>

è îáùèé ÷ëåí ïðè n → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

,0lim =
∞→ n

n
a

òî â ñèëó ïðèçíàêà Ëåéáíèöà ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 5.11. Îöåíèòü îøèáêó, äîïóñêàåìóþ ïðè çàìåíå ñóì-
ìû ðÿäà

.  ...
1

)1(�...
4

1
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3

1

2

1
1 1� ++++−

n
n

ñóììîé ÷åòûðåõ ïåðâûõ åãî ÷ëåíîâ.

Ðåøåíèå. Äàííûé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ (ñì. çàäà-
÷ó 5.10). Îøèáêà ∆S4, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè çàìåíå ñóììû S ýòîãî
ðÿäà ñóììîé ÷åòûðåõ ïåðâûõ åãî ÷ëåíîâ, ìåíüøå àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ ïÿòîãî ÷ëåíà: ∆S4 < 0,2.
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5.4. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü
çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà

Ðÿä
à1 + à2 + � + àn + � (1)

íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, åñëè ñðåäè åãî ÷ëåíîâ èìåþòñÿ êàê
ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Ïðèçíàê ñõîäèìîñòè çíàêîïåðåìåííîãî ðÿäà. Åñëè ðÿä

| à1 | + | à2 | + � + | àn  |  + � , (2)

ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ ðÿäîâ (1), ñõîäèòñÿ,
òî ðÿä (1) òàêæå ñõîäèòñÿ.

Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ,
åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä (2), ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëå-
íîâ äàííîãî ðÿäà (1).

Ñõîäÿùèéñÿ çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿ-
ùèìñÿ,  åñëè ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëå-
íîâ, ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 5.12. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
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Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè-
÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà:
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî ñõî-
äÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 5.13. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
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Ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä çíàêîïåðåìåííûé, ïîñêîëüêó

îí  ñîäåðæèò êàê ïîëîæèòåëüíûå ÷ëåíû  ,...,
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7sin
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 ,
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ñõîäèòñÿ, òàê êàê åãî ÷ëåíû íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëå-
íîâ ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
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1

1

1
2222

+++++
n

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïðèìåð 5.14. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
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Ðåøåíèå. Ðÿä
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n

ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà, ðàñ-
õîäèòñÿ (ñì. çàäà÷ó 5.5). Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä (*) íå ÿâëÿåòñÿ àáñî-
ëþòíî ñõîäÿùèìñÿ. Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü, ñõîäèòñÿ ëè îí (óñëîâíî)
èëè ðàñõîäèòñÿ. Ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä � çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ. Ïî-
ýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñà î åãî ñõîäèìîñòè ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðèçíàêîì Ëåéáíèöà. Òàê êàê ÷ëåíû ðÿäà ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå ìîíîòîííî óáûâàþò: ...
3

1

2

1
33

1 >>>   è îáùèé ÷ëåí ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ: ,0lim =
∞→ n

n
a  òî ðÿä (*) ñõîäèòñÿ. Èòàê, äàííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ óñëîâíî.
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Ïðèìåð 5.15. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
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Ðåøåíèå. Äàííûé çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê
äëÿ  íåãî  íå  âûïîëíÿåòñÿ  íåîáõîäèìûé  ïðèçíàê  ñõîäèìîñòè:

3
sinlimlim

πn
n

n
n

a
∞→∞→

=   � íå ñóùåñòâóåò.

5.5. Ñòåïåííûå ðÿäû

Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

à0 + à1 x + à2 x2 + � + àn xn + � , (1)

ãäå à1,  à2,  à3,  �,  àn  � � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, íàçûâàåìûå êîýôôè-
öèåíòàìè ðÿäà.

Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà íàçûâàåòñÿ ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ çíà÷åíèé õ, ïðè êîòîðûõ äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Íàõîæäåíèå îáëàñòè ñõîäèìîñòè ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ.
1. Îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà, ò.å.

èíòåðâàë (�R, R) ÷èñëîâîé îñè, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî òî÷-
êè õ = 0 è îáëàäàþùèé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè âñåõ | x | < R ðÿä
ñõîäèòñÿ è ïðèòîì àáñîëþòíî, à ïðè âñåõ | x | > R � ðÿä ðàñõîäèò-
ñÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèçíàê Äàëàìáåðà ê ðÿäó

| à0 | + | à1 | | x | + | à2 | | x | 2 + � + | àn | | x | n + � ,

÷ëåíû êîòîðîãî åñòü àáñîëþòíûå âåëè÷èíû ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà (1).
2. Èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (1) íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõî-

äèìîñòè â òî÷êàõ x = �R  è x = R.

Ïðèìåð 5.16. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà
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Ðåøåíèå. Ïðè õ = 1 äàííûé ðÿä ïðåâðàùàåòñÿ â ÷èñëîâîé ðÿä
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Ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, òàê êàê
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Ïðèìåíÿÿ ïðèçíàê Äàëàìáåðà, ïîëó÷èì
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Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå õ = 3 äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Íàêîíåö, ïðè õ = �2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ÷èñëîâîé ðÿä:

�1 + 2 � 3 + 4 � ... + (�1)n n + ... ,

êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ (òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìûé ïðè-
çíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà).

Ïðèìåð 5.17. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
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Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ äàííî-
ãî ðÿäà:
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Ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ïîëó÷åííûé çíàêîïîëîæèòåëü-
íûé ðÿä ñõîäèòñÿ (àáñîëþòíî) ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ õ, äëÿ êîòîðûõ
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Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ õ ýòîò ïðåäåë l áóäåò ìåíüøå

åäèíèöû. Äëÿ ýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâî  ,1
2

|| <x
 èëè | x | < 2, îòêó-

äà �2 < x < 2.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîíà÷àëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ (àáñîëþòíî) â

èíòåðâàëå (�2; 2) � ýòî è åñòü èíòåðâàë ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà.
Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü  ðÿäà íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.
Ïðè õ = �2 ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé ðÿä
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1
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n

Ýòî � ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, êîòîðûé, êàê èçâåñòíî, ðàñõîäèòñÿ.
Ïðè õ = 2 ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä

,  ...
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1
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3

1
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1
1 +

+
+−+−

n
n

êîòîðûé ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ñõîäèòñÿ (óñëîâíî).
Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà �2 < x ≤ 2.

Ïðèìåð 5.18. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà

x + 2! x2 + 3! x3 + � + n! xn + � .

Ðåøåíèå. Çäåñü un = n! | x |n, un + 1 = (n + 1)! | x |n + 1.
Îòñþäà
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Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà ðÿä ñõîäèòñÿ
òîëüêî â òî÷êå õ = 0.

Ïðèìåð 5.19. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà
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Ðåøåíèå. Èìååì .||
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì êîíå÷íîì õ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà
äàííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ðÿäà åñòü âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.

5.6. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé
â ñòåïåííûå ðÿäû Òåéëîðà

Ðÿäîì Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f (x)  íàçûâàåòñÿ ñòåïåííîé ðÿä
âèäà
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Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè â âèäå ñóììû ðÿäà
Òåéëîðà îáû÷íî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: âû÷èñëÿþò ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûå ïðîèçâîäíûå äàííîé ôóíêöèè â òî÷êå õ = 0, à çà-
òåì, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1),  ñîñòàâëÿþò äëÿ íåå ðÿä Òåéëîðà è
îïðåäåëÿþò èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà. Â ýòîì èí-
òåðâàëå ðÿä Òåéëîðà ñõîäèòñÿ ê ïîðîäèâøåé åãî ôóíêöèè f (x),
åñëè  òîëüêî  âñå çíà÷åíèÿ  f (0),  f ′ (0),  �,  f (n)(0),  �  ïîëó÷àþòñÿ
íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé çíà÷åíèÿ õ = 0 â âûðàæåíèÿ f (õ),
f ′ (õ), �, f (n)(õ), � .

Ïðèìåíÿÿ ðàññìîòðåííûé ñïîñîá, ìîæíî íàéòè ðàçëîæåíèå â
ðÿä Òåéëîðà äëÿ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:
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Ïîìèìî óêàçàííîãî ñïîñîáà, ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ ðàçëîæåíèé, íàïðè-
ìåð, ðàçëîæåíèé (2) � (7). Ïðè ýòîì âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå  ñëå-
äóþùèõ äåéñòâèé íàä ñòåïåííûìè ðÿäàìè âíóòðè èõ èíòåðâàëîâ
ñõîäèìîñòè:

1) äâà ñòåïåííûõ ðÿäà ìîæíî ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü è óìíî-
æàòü ïî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ;

2) ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî óìíîæàòü íà îáùèé ìíî-
æèòåëü;

3) ñòåïåííîé ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü è äèôôåðåí-
öèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî ðàç.

Òàê êàê ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ñâîåé ñóììû åñòü ðÿä Òåéëîðà, òî
ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ äåéñòâèé ðàçëîæåíèå áóäåò
èñêîìûì.

Ïðèìåð 5.20. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f (x) = e3x.
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ äàííîé ôóíêöèè è åå ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè õ = 0:
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â îáùåå âûðàæåíèå ðÿäà
Òåéëîðà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷èì
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Ýòî    è    åñòü    ðàçëîæåíèå    â    ðÿä    Òåéëîðà    äëÿ    ôóíêöèè
f (x) =   e3x. Ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê ïîðîäèâøåé åãî ôóíêöèè
f (x) = e3x ïðè ëþáîì çíà÷åíèè õ  (ñì. çàäà÷ó 5.19).

Çàìåòèì, ÷òî òî æå ñàìîå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðÿäà
Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè  e3x çàìåíîé õ íà 3õ.

Ïðèìåð 5.21. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f (x) = ln (1 � 2x).

Ðåøåíèå. Çàìåíÿÿ â ðàçëîæåíèè (7) õ íà �2õ, ïîëó÷èì:
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Ðàçëîæåíèå (7) ñïðàâåäëèâî â èíòåðâàëå �1 < x ≤ 1, à èñêîìîå
ðàçëîæåíèå ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû õ íà �2õ; ñëåäîâàòåëü-
íî, äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ïîëó÷åííîãî ðÿäà íóæ-
íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî

�1 < �2x ≤ 1,
îòêóäà

.
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2

1 <≤− õ

Ïðèìåð 5.22. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ f (x) = cos 2x.

Ðåøåíèå. Ïî èçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìóëå èìååì:
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Ðàçëîæèì â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ cos 2x, çàìåíÿÿ â ðàçëîæåíèè (4)
õ íà 2õ:
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Ðàçëîæåíèå (4) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì õ, ïîýòîìó ðÿä Òåéëîðà
äëÿ cos 2x ñõîäèòñÿ ê ïîðîäèâøåé åãî ôóíêöèè òàêæå íà âñåé ÷èñ-
ëîâîé îñè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè
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Ýòî è åñòü ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f (x) = cos2 x.
Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì õ.

Ïðèìåð 5.23. Ïðèìåíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå,
íàéòè ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà äëÿ äàííîé ôóíêöèè f (x) = arc tg x
è óêàçàòü èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ýòè ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìåñòî.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì âûðàæåíèå äàííîé ôóíêöèè â âèäå èíòåã-
ðàëà:
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Ðàçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ 
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ëîðà.  Äëÿ ýòîãî â ðàçëîæåíèè (6) çàìåíèì õ íà �t2:

.  ...)1(...1
)(1

1
)( 2642

2
+−++−+−=

−−
= nn tttt

t
tf

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò ðÿä  ñõîäèòñÿ â èíòåðâàëå (�1; 1). Èíòåãðè-
ðóÿ ïî÷ëåííî ïîëó÷åííûé ðÿä â ïðåäåëàõ îò 0 äî õ (ãäå | x | < 1),
ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (x) = arctg x â ðÿä Òåéëîðà:
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Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â òîì æå èíòåðâàëå (�1; 1), ÷òî è èñõîäíûé
ðÿä.
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5.7. Ïðèëîæåíèå ðÿäîâ
ê ïðèáëèæåííûì âû÷èñëåíèÿì

Ïðèìåð 5.24. Âû÷èñëèòü sin 18°, îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûìè äâó-
ìÿ ÷ëåíàìè ðÿäà (3), è îöåíèòü ïîëó÷àþùóþñÿ ïðè ýòîì ïîãðåø-
íîñòü.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ðàçëîæåíèå sin x â ðÿä Òåéëîðà ñïðàâåäëèâî
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Ïðèìåð 5.25. Âû÷èñëèòü e2 ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01.

Ðåøåíèå. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì (2), ïðè õ = 2 ïîëó÷èì
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Îñòàåòñÿ ðåøèòü âîïðîñ î òîì, ñêîëüêî ÷ëåíîâ äàííîãî ðÿäà
íàäî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå å2 ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.
Ïóñòü èñêîìîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðàâíî k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îøèáêà
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∆Sk, êîòîðóþ ìû äîïóñêàåì, çàìåíÿÿ ñóììó ðÿäà åãî k-é ÷àñòè÷-
íîé ñóììîé, ðàâíà ñóììå ÷ëåíîâ ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ (k + 1)-ãî:
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Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, îøèáêà ∆Sk íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü 0,01:
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Ïðèìåð 5.26. Âû÷èñëèòü ∫
1

0

sin
dx

x

x
 c òî÷íîñòüþ äî 0,01.

Ðåøåíèå. Äàííûé îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü
òîëüêî ïðèáëèæåííî. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóí-
êöèþ â ðÿä Òåéëîðà:
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ÐÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÉ
ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ ÐÀÇÄÅËÀÌ 3, 4 È 5

4. ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ

4.1. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

4.1.1. Íàéòè  èíòåãðàëû  è  â  ïóíêòå  à)  ðåçóëüòàò  ïðîâåðèòü
äèôôåðåíöèðîâàíèåì:
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Ïóñòü  z = 5t � 2,  òîãäà  dz = 5dt  è  .
5

dz
dt =

.
25

5
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Ïðèìåíÿåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì: .∫∫ −= vduuvudv

Ïóñòü  u = (x + 3)2,  du = 2(x + 3)dx.
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 Åùå ðàç èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì: u = x + 3, du = dx.
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 ã) ∫ +−
+= .

136

133
 

23
dxJ

xx

x

Ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëüíóþ àë-
ãåáðàè÷åñêóþ äðîáü. Ðàñêëàäûâàåì çíàìåíàòåëü íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè è äðîáü ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñóììû ýëåìåíòàðíûõ äðîáåé:

;
136)136(

133
22 +−

++=
+−

+
xx

CBx

x

A

xxx

x

3õ + 13 = À(x2 � 6x + 13) + (Bx + C) · x.

Ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì õ. Ïóñòü

õ = 0 : 3 · 0 + 13 = À(0 � 6 · 0 + 13) + (B · 0 + C) · 0; 13 = 13À; À = 1.

õ = �1 : �3 + 13 = À(1 + 6 + 13) � (�B + C); 10 = 20À + Â � Ñ;
10 = 20 + Â � Ñ; Â � Ñ = � 10.

õ = 1 : 3 + 13 = À(1 � 6 + 13) + B + C; 16 = 8 · 1 + B + C; B + C = 8.

Èìååì ñèñòåìó: 


=+
=

8
10��

CB
CB

, èç êîòîðîé Â = �1; Ñ = 9.
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Ïóñòü )136( 2
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1 +−= xxt , îòñþäà dt = (x � 3)dx.
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ä) ∫ +
=

33sin
 

x

dx
J .

Ïóñòü  t = 3x, ,
3

1
tx =  ,

3

1
dtdx =   òîãäà  .

3sin3

1 ∫ +
=

t

dt
J

Ðàññìîòðèì .
3sin

 1 ∫ +
=

t

dt
J

Ââåäåì ïîäñòàíîâêó:  ,
2

tg
t
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4.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

4.2.1. Âû÷èñëèòü  èíòåãðàëû  èëè  óñòàíîâèòü  èõ  ðàñõîäè-
ìîñòü:

à)  .
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Ïóñòü  
2

x
t =  è dxdt

2

1= , ñìåíèì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ:
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 Ïóñòü z = arctg t, òîãäà 
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Íàéäåì òî÷êè, â êîòîðûõ ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ òåðïèò
ðàçðûâ: x2 � 5x + 6 = 0,  x1 = 2,  x2 = 3  è îáå òî÷êè ïðèíàäëåæàò
îòðåçêó èíòåãðèðîâàíèÿ [2; 5]. Òîãäà
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�)625ln(
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2
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5
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5
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èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

4.3. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

4.3.1. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè, è ïî-
ñòðîèòü ñõåìàòè÷åñêèå ÷åðòåæè ôèãóð.

à) y = x2 + 2x � 16,  4x � y � 8 = 0.
Èìååì ïàðàáîëó: y = (x + 1)2 � 17 è ïðÿìóþ: 4õ � y � 8 = 0.

Íóæíî îïðåäåëèòü çàøòðèõîâàííóþ ïëîùàäü (ðèñ. 53).

Ðèñ. 53

�2 0 4   x

y
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Íàéäåì îáùèå òî÷êè ôèãóðû (ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ):





−=
−+=

,84
,1622

xy
xxy

îòñþäà  õ2 � 2õ � 8 = 0  è  õ1 = �2, õ2 = 4.
Ïëîùàäü ôèãóðû îïðåäåëÿåòñÿ êàê:
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á) (x2 + y2)2 = 18 xy.
Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:





=
=

ϕρ
ϕρ
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y
x

Ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì:
ρ2 = 9 sin 2 ϕ.

Ïëîùàäü ëåìíèñêàòû (ðèñ. 54) ðàâíà ÷åòûðåì çàøòðèõîâàí-
íûì ïëîùàäÿì, òîãäà

åä.). (êâ.  90cos
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4.3.2. Íàéòè îáúåì òåëà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè Îõ ôèãóðû, îã-
ðàíè÷åííîé ëèíèÿìè:
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Íàõîäèì îáùèå òî÷êè ôèãóðû:
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îòñþäà  õ2 + 8õ � 48 = 0  è  õ1 = �12,   õ2 = 4.
Çàøòðèõîâàííàÿ ôèãóðà (ðèñ. 55) âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè Îõ.
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4.4. Ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëåííûõ
èíòåãðàëîâ

4.4.1. Ðàçáèâàÿ îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ ñíà÷àëà íà 10 ðàâíûõ
÷àñòåé, à çàòåì íà 20 ÷àñòåé, íàéòè ïðèáëèæåííî èíòåãðàëû J10
è J20. Îïðåäåëèòü òî÷íîñòü ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòè ε = | J10 � J20 | .

dxxJ ∫
−

+=
9

1

2  4

à) ïî ôîðìóëå òðàïåöèé;
á) ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà.

Ðåøåíèå. Èìååì ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ  42 += xy . Ñî-
ñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ òàáëèöó.

Ïðè äåëåíèè Ïðè äåëåíèè

x
i

íà 10 ÷àñòåé íà 20 ÷àñòåé

42 += ii xy 42 += ii xy

�1 1 5 y
0
 = 2,23607 y

0
 = 2,23607

�0,5 0,25 4,25 y
1
 = 2,06155

0 0 4 y
1
 = 2,0 y

2
 = 2,0

0,5 0,25 4,25 y
3
 = 2,06155

1 1 5 y
2
 = 2,23607 y

4
 = 2,23607

1,5 2,25 6,25 y
5
 = 2, 5

2 4 8 y
3
 = 2,82843 y

6
 = 2,82843

2,5 6,25 10,25 y
7
 = 3, 20156

3 9 13 y
4
 = 3,60555 y

8
 = 3,60555

3,5 12,25 16,25 y
9
 = 4,03113

4 16 20 y
5
 = 4,47214 y

10
 = 4,47214

4,5 20,25 24,25 y
11

 = 4,92443
5 25 29 y

6
 = 5,38516 y

12
 = 5,38516

5,5 30,25 34,25 y
13

 = 5,85235
6 36 40 y

7
 = 6,32456 y

14
 = 6,32456

6,5 42,25 46,25 y
15

 = 6,80074
7 49 53 y

8
 = 7,28011 y

16
 = 7,28011

7,5 56,25 60,25 y
17

 = 7,76209
8 64 68 y

9
 = 8,24621 y

18
 = 8,24621

8.5 72,25 76,25 y
19

 = 8,73212
9 81 85 y

10
 = 9,21954 y

20
 = 9,21954

2
ix 42 +ix
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à) Ïî ôîðìóëå òðàïåöèé.
Ïðè äåëåíèè íà 10 ÷àñòåé:
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Ïðè äåëåíèè íà 20 ÷àñòåé:
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Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé îöåíèâàåì ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòè:

ε = | J10 � J20 | = | 48,10604 � 48,01678 | = 0,08926.

á) Ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà.
Ïðè äåëåíèè íà 10 ÷àñòåé:

.98492,4795475,143
310

10

))...(2)...(4(
310

)1(9
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108429310
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=⋅
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=+++++++++
⋅
−−≈

≈+= ∫
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yyyyyyyy

dxxJ

Ïðè äåëåíèè íà 20 ÷àñòåé:

.98702,4792215,287
320
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))...(2)...(4(
320

)1(9

 4

201816421917310
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2
20

=⋅
⋅
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=+++++++++++
⋅
−−≈

≈+= ∫
−

yyyyyyyyyy

dxxJ

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé:

e  = | J10 � J20 | = | 47,98492 � 47,98702 | = 0,0021.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè îäèíàêîâîì ÷èñëå òî÷åê ðàçáèåíèÿ ôîðìó-
ëà Ñèìïñîíà äàåò áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò.
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5. ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

5.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè

5.1.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå  ,xz′   ,yz′   è  xyz ′′   ôóíêöèé:
à) z = (x � 4)2y2 + x4(y + 2)3 + 8.
Íàõîäèì:
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5.1.2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë dz ôóíêöèè:

z = sin2 (4x2 � 2y2).

Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

.dy
y

z
dx
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z
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∂
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ó
ó

ó ó ó
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Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

).28( sin4)22()24( 2sin

24)24( cos)24( sin2

)24( sin  )24( sin2)24(sin 

).48( sin824)24( 2sin
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Òîãäà ïîëíûé äèôôåðåíöèàë áóäåò ðàâåí:

dz = 8x sin (8x2 � 4y2) dx � 4y sin (8x2 � 2y2) dy =

= 4 sin (8x2 � 4y2) (2xdx � ydy).

5.1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z = y ln (4x2 � 2y2) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ .
221

2y

z

yx yx zz =+ ′′

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) .
24

4
)24( ln24

24

1
)24( ln

)24( ln24ln)24( ln

,
24

8
24

24

1
)24( ln

22

2
2222

22
22

222222

22
22

22
22

yx

y
yxyx

yx
yyx

yxyyxyyxyz

yx

xy
yx

yx
yyxyz

y

yyyy

xxx

−
−−=

′
−⋅

−
⋅+−=

=
′

−⋅+−⋅′=
′

−⋅=′

−
=

′
−⋅

−
⋅=

′
−=′

Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå  â óðàâíåíèå:

.
)24( ln2)24( ln2

;
)24( ln2

24

8)24( ln2

24

8

;
)24( ln2

24

4
)24ln(

2

24

81

2222

22

22

22

22

2

22

22

2
22

22

y

yx

y

yx

y

yx

yx

y

y

yx

yx

y

y

yxy

yx

y
yx

yyx

xy

x

−=−

−=
−

−−+
−

−=










−
−−+

−
⋅

Ïîëó÷èëè òîæäåñòâî.
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5.2. Ïðèëîæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

5.2.1. Ñîñòàâèòü  óðàâíåíèå  êàñàòåëüíîé  ïëîñêîñòè  è  óðàâ-
íåíèå    íîðìàëè    ê    ïîâåðõíîñòè    4z = xy � 2x � 4y + 8     â    òî÷êå
Ì (�4; �2; 8).

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ïðèíàäëåæèò ëè òî÷êà Ì ïîâåðõíîñòè:

4 · 8 = (�4) · (�2) � 2 · (�4) � 4(�2) + 8,  32 = 32,

ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Ì ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè.
Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè èìååò âèä:

).()( Ì
Ì

Ì
Ì

Ì yy
y

z
õõ

x

z
zz −





∂
∂+−







∂
∂=−

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå Ì:

,2)44(
4

1

  );4(
4

1
)842(

4

1

;1)22(
4

1

  );2(
4

1
)842(

4

1

−=−−=

=





∂
∂−=

′





 +−−=

∂
∂

−=−−=

=






∂
∂−=

′





 +−−=

∂
∂

Ì

Ì

y

z
xyxxy

y

z

x

z
yyxxy

x

z

è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè:

z � 8 = (�1) (x � (�4)) + (�2)(y � (�2))  èëè  x + 2y + z = 0.

Óðàâíåíèå íîðìàëè áåðåì â âèäå:

,
1−

−=







∂
∂
−=








∂
∂
− Ì

Ì

Ì

Ì

Ì zz

y
z

yy

x
z

xx
 èëè ,

1

8

2

2

1

4

−
−=

−
+=

−
+ zyx

èëè  .8
2

2
4 −=+=+ z

y
x

õ

ó
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5.2.2. Íàéòè ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ jia 24 −=
ôóíêöèè z = ln (4x2 + 2y2) â òî÷êå À (�2; 4).

Ðåøåíèå. Ãðàäèåíò ôóíêöèè z = f (x, y) ðàâåí:

. grad j
y

z

x

z
z ⋅

∂
∂+

∂
∂= ι

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

( ) ( )
( ) ( )

2222
22

22
22

2222
22

22
22

2

2

24

22
24

24

1
)24( ln

,
2

4

24

8
24

24

1
)24( ln

yx

y

yx

y
yx

yx
yx

y

z

yx

x

yx

x
yx

yx
yx

x

z

yy

xx

+
=

+
⋅′

+⋅
+

=
′

+=
∂
∂

+
=

+
=

′
+⋅

+
=

′
+=

∂
∂

è èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå À (�2; 4):

.
3

1

4)2(� 2

42
 ;

3

1

4)2(� 2

)2(� 4
2222

=
+

⋅=





∂
∂−=

+
=







∂
∂

AA y

z

x

z

Òîãäà ãðàäèåíò â òî÷êå À ðàâåí:

( ) .
3

1

3

1
 grad  jz À +−= ι

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè z â íàïðàâëåíèè âåêòîðà à  âû÷èñëÿåò-
ñÿ ïî ôîðìóëå:

.sincos αα ⋅
∂
∂+⋅

∂
∂=

∂
∂

y

z

x

z

a

z

Íàéäåì íàïðàâëÿþùèé êîñèíóñ âåêòîðà à :

,
5

2

20

4

)2(4

4
cos

22
==

−+
=α

òîãäà

.
5

1

5

4
1

5

2
1cos1sin

2
2 =−=





−=−= αα

Ñëåäîâàòåëüíî,

.
15

5

53

1

5

1

3

1

5

2

3

1 −=−=⋅+⋅−=






∂
∂

Aa

z
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5.2.3. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

z = 4x2 + y2 � 16x �4y + 20

â çàìêíóòîé îáëàñòè D, çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè:

x ≥ 0, x � 2y ≤ 0,   x + y � 6 ≤ 0.

Ðåøåíèå.
à) Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ (íå-

îáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà):

;2  ;042  ;0

;42)204164(

;2  ;0168  ;0 

;168)204164(

0

22

0

22

==−=
∂
∂

−=′+−−+=
∂
∂

==−=
∂
∂

−=′+−−+=
∂
∂

yy
y

z

yyxyx
y

z

xx
x

z

xyxyx
x

z

y

x

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà  x0 = 2,  y0 = 2  ëåæèò â çàìêíóòîé îáëàñ-
òè, òàê êàê: 2 ≥ 0;  2 � 2 · 2 < 0;  2 + 2 � 6 < 0.

Íàéäåì âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

2)42(

;0)168(  ;8)168(

2

2

2

2

2

=′−=
∂
∂

=′−=
∂∂

∂=′−=
∂
∂

y

yx

y
y

z

x
yx

z
x

x

z

è èõ çíà÷åíèÿ â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå Ì (2; 2):

.2  ;0  ;8
2

22

2

2

=










∂
∂==










∂∂

∂==










∂
∂=

ÌÌÌ
y

z
C

yx

z
B

x

z
A

Òàê   êàê   ∆ = A · C � B2 = 8 · 2 � 0 = 16 > 0,   òî   â   òî÷êå   Ì
ôóíêöèÿ èìååò ýêñòðåìóì, à èìåííî ìèíèìóì, òàê êàê À = 8 > 0;
zmin (2; 2) = 4 · 22 + 22 � 16 · 2 � 4 · 2 + 20 = 0.
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Ðèñ. 56

123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012
123456789012

0 x

y

À

•
•

•

•
D

B

E

C
M

á) Ïîñòðîèì çàìêíóòóþ îáëàñòü ÎÀÂ (ðèñ. 56).

Ðàññìîòðèì êîíòóð õ = 0 (ïðÿìàÿ ÎÀ). Èìååì ôóíêöèþ îäíîé
ïåðåìåííîé: z = y2 � 4y + 20. Èññëåäóåì åå íà ýêñòðåìóì:

z′ = 2y � 4.

Èç z′ = 0 èìååì 2y � 4 = 0 èëè y = 2. È òàê êàê

,02)2()42()2( 22 >==′−=′′ == yyyz

òî èìååì ìèíèìóì è  zC = z (2) = 22 � 4 · 2 + 20 = 16.
Äàëåå  ðàññìîòðèì  êîíòóð   õ + y � 6 = 0   èëè    y = 6 � õ  (ïðÿ-

ìàÿ AB). Èìååì:

z = 4x2 + (6 � x)2 � 16x � 4(6 � x) + 20
èëè

z = 5õ2 � 24õ + 32.

Íàéäåì z ′ = 10õ � 24 è èç z ′ = 0 èìååì 10õ � 24 = 0, èëè 
5

12=x

Òàê êàê z ″ = (10õ � 24)′ = 10 > 0, òî ïðè 
5

12=x  èìååì ìèíèìóì è

.
5

16
32

5

12
 24

5

12
 5

5

12
 

2

=+




⋅−





⋅=





= zzD
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Íà   êîíòóðå    õ � 2y = 0    èëè    õ = 2y    (ïðÿìàÿ   ÎÂ)   èìååì
z = 4(2y)2 + y2 � 16 · 2y � 4y+ 20   èëè   z = 17y2 � 36y + 20.   Íàõîäèì
ïðîèçâîäíóþ z ′ = (17y2 � 36y + 20)′ = 34y � 36, ïðèðàâíèâàåì åå

ê íóëþ z ′ = 0 èëè  34y � 36 = 0, îòñþäà .
17

18=y

Òàê êàê z″ = (34y � 36)′ = 34 > 0, òî â òî÷êå 
17

18=y  èìååì ìèíè-

ìóì è .
17

16

17

18

17

18
203617

2

=+⋅−= 






Ez

Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z â òî÷êàõ Î (0; 0), A (0; 6) è B (4; 2):

 z0 = 20; zA = 4 · 0 + 62 � 16 · 0 � 4 · 6 + 20 = 32;

 zB = 4 · 42 + 22 � 16 · 4 � 4 · 2 + 20 = 16.

Èç  íàéäåííûõ  çíà÷åíèé   zmin = 0;   zC = 16;   ;
5

16=Dz    ;
17

16=Ez

z0 = 20; zA = 32; zB = 16 âûáèðàåì íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå. Ïî-
ëó÷àåì, ÷òî zíàèì = 0, zíàèá = 32.

8. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

8.1. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

8.1.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:
à) ó ′ = e4x � 2y. Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðåøàåì åãî.

.  , 4224 dxedyeee
dx

dy xyyx =⋅= −

Èíòåãðèðóåì

∫∫∫∫ == ).4(
4

1
)2(

2

1
  èëè  4242 xdeydedxedye xyxy

Òîãäà  Cee xy += 42

4

1

2

1
  èëè  Cee xy += 42

2

1
  åñòü îáùåå ðåøå-

íèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
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á) (3õ � 5y) ó′= 5x + 3y.
Ðàçäåëèâ óðàâíåíèå íà õ

,3553
x

y
y

x

y +=′




 −

ïîëó÷èëè îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðîå ñâåäåì ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-

íûìè ââåäåíèåì ôóíêöèè ,
x

y
t =  îòñþäà y = x · t è ó ′ = t + x · t ′.

Ïîäñòàâëÿåì â èñõîäíîå óðàâíåíèå (3 � 5t)(t + xt ′) = 5 + 3t,

èëè ,
53

35

t

t
txt

−
+=′+  èëè ,

53

35
tx

t

t

dx

dt −
−
+=  èëè .

53

55 2

t

t

dx

dt
x

−
+=⋅   Ðàçäå-

ëÿåì ïåðåìåííûå .
55

53
2 x

dx

t

t
dt =

+
−

 ×èñëèòåëü äåëèì ïî÷ëåííî íà çíà-

ìåíàòåëü è èíòåãðèðóåì

∫∫∫ =
+

−
+ x

dx

t

tdt

t

dt
22 115

3
  èëè  .

1

)1(

2

1

15

3
2

2

2 ∫∫∫ =
+
+−

+ x

dx

t

td

t

dt

Âñå èíòåãðàëû òàáëè÷íûå, òîãäà

 Cxtt lnln)1ln(
2

1
 tgarc

5

3 2 +=+−  èëè .1ln tgarc
5

3 2tcxt +=

Ïîäñòàâëÿåì ñþäà ,
x
y

t =  ïîëó÷èì

2

2

1ln tgarc
5

3

x

y
cx

x

y +=  èëè .ln tgarc
5

3 22 yxc
x

y +=

Ýòî è áóäåò îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ.

â) .
2

tgarc2)4( 2 x
yyx =+′+

Ýòî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, êî-
òîðîå ðåøàåì ïîäñòàíîâêîé Áåðíóëëè y = u (x) · v (x)  è  ó′ = u ′v + uv′,
ïîñëå  ÷åãî ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
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Ïîäñòàâëÿåì y = uv, ó ′ = u ′v + uv ′ â èñõîäíîå óðàâíåíèå

.
2

tg arc2))(4( 2 x
uvvuvux =+′+′+

Ãðóïïèðóåì

.
2

tg arc)2)4(()4( 22 x
uvvxvux =+′++′+ (à)

Ïóñòü

.2)4(  èëè  02)4( 22 v
dx

dv
xvvx −=+=+′+

Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì

24

2

x

dx

v

dv

+
−= , èëè ∫∫ +

−= ,
2

  2  
22 x

dx

v

dv
 èëè ,

2
tg arc

2

1
2ln

x
v ⋅−=

îòñþäà

2
tg arc x

ev
−

= (b)

Ïîäñòàâëÿåì ôóíêöèþ (b) â óðàâíåíèå (à)

2
tg arc)4( 2

tg arc2 x
uex

x

=′⋅+
−

  èëè  .
2

tg arc)4( 2
tg arc2 x

dx

du
ex

x

=⋅+
−

Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì

2

tg arc

42
tg arc2

x

dxx
edu

x

+
⋅⋅=  èëè ∫∫ +

⋅= .
42

tg arc
2

tg arc
2

x

dxx
edu

x

(ñ)

×òîáû âçÿòü èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåí-

íóþ ,
2

arctg
x

t = òîãäà

dx
x

dt
2

1

2
1

1
2

⋅






+

=   èëè  .
42

1
2x

dx
dt

+
=

Âûðàæåíèå (ñ) ïðèìåò âèä

. 
2

1
dtteu t∫= (d)
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Ýòîò èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ÷àñòÿì ïî ôîðìóëå ∫ ∫ ⋅−= ,duvuvudv

íî ôóíêöèè u(x) è  v(x) çäåñü ñîâñåì äðóãèå, ÷åì (b) è (ñ).

u = t,   du = dt,

dtedvdtedv tt ∫∫ ==   ,    èëè   v = et. (å)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèé (å) èíòåãðàë (d) ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ôîðìóëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì çàïèøåòñÿ êàê

).(
2

1
)(

2

1
cetedteetu tttt +−=⋅−⋅= ∫

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà  ,
2

tg arc
x

t =   ïîëó÷èì:

.
2

tg arc
2

1
22

tg arctg arc





 +−⋅= cee

x
u

xx

(f)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä:






 +−⋅==

−
cee

x
euvy

xxx
222

tg arctg arctg arc

2
tg arc

2

1

 èëè  .1
2

tg arc
2

1
2

tg arc





 ⋅+−=

− x

ec
x

y

ã) .
4 22 yxyy
x

=+′

Ýòî, òàê íàçûâàåìîå, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè
âèäà

ó ′ + p (x) · y = q (x) · yn.

Ñíà÷àëà åãî íóæíî ðàçäåëèòü íà yn, à çàòåì ââåñòè âñïîìîãà-
òåëüíóþ ôóíêöèþ z = y� n + 1.

Äåëèì èñõîäíîå óðàâíåíèå íà ó2

.
4 212 xy
x

yy =⋅+′⋅ −− (à)
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Ïóñòü z = y�2 + 1 = y�1, íàéäåì

z ′ = �y�2· ó ′   èëè   y�2·  ó ′ = � z ′ (b)

Ïîäñòàâëÿåì ôóíêöèè (b) â óðàâíåíèå (à)

.
4

� 2xz
x

z =⋅+′ (ñ)

Ïîëó÷èëè ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå
ðåøàåì ìåòîäîì Áåðíóëëè

z = uv,   z ′ = u ′v + uv′. (d)

Ïîäñòàâëÿåì ôóíêöèè (d) â óðàâíåíèå (c)

24
)( xuv

x
vuvu =+′+′−

è ãðóïïèðóåì

24
xuv

x
vuvu =





 +′−+′−   èëè  .

4 2xuv
x

vvu =




 +′−+′− (å)

Ïóñòü

,0
4 =+′− v
x

v   èëè  ,
4

v
xdx

dv =   èëè  ,4
x

dx

v

dv =   èëè  .4∫∫ =
x

dx

v

dv
(f)

Îòñþäà
ln v = 4 ln x   èëè   v = x4. (g)

Ïîäñòàâëÿåì (g) â óðàâíåíèå (å)

�x4 · u ′ = x2

èëè  ïðè  õ ≠ 0

 12 =−
dx

du
x   èëè  .

2x

dx
du −=

Èíòåãðèðóåì

,2∫∫ −−= dxxdu    èëè  ,
1

1

C
x

u +
−

−=
−

  èëè  .
1

C
x

u +=
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Ýòó ôóíêöèþ è (g) ïîäñòàâëÿåì â (d)

 




 += C

x
xz

14  èëè  z = x3 + Ñx4.

Èç âûðàæåíèÿ (b)

.
11

43 Cxxz
y

+
==

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ èìååò âèä:

.
1

43 xcx
y

⋅+
=

8.1.2. Ñêîðîñòü ðîñòà áàíêîâñêîãî âêëàäà ïðîïîðöèîíàëüíà ñ
êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì m = 3 âåëè÷èíå âêëàäà. Íàéòè çàêîí èç-
ìåíåíèÿ âåëè÷èíû âêëàäà ñî âðåìåíåì, åñëè ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñóì-
ìà âêëàäà ñîñòàâëÿëà n = 2 ìèëëèîíîâ ðóáëåé.

Åñëè âåëè÷èíó âêëàäà îáîçíà÷èòü ÷åðåç J = J (t), ãäå t � âðåìÿ,

òî ñêîðîñòü ðîñòà âêëàäà åñòü ïðîèçâîäíàÿ, ò.å. 
dt

dJ
J =′  è îíà ïðî-

ïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå âêëàäà J ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè, ðàâíûì 3, ò.å.

.3J
dt

dJ =

Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóåì

dt
J

dJ
3=   èëè  ∫ ∫= dt

J

dJ
3

ln J = 3t + C èëè J = e3t + C.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, ò.å. ïðè t = 0 íà÷àëüíûé âêëàä
J0 = 2 ìëí ðóá. Òîãäà

J0 = e3 · 0 + C;  eC = 2  è  C · ln e = ln 2,  ò.å.  C = ln 2.

Îêîí÷àòåëüíî:  J = e3t + ln 2  èëè  J = 2e3t.
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8.2. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

8.2.1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:
à) ó ′″ � 2ó″ � 3ó′ = 0,   y (0) = 0,   ó ′ (0) = 3,   ó″ (0) = 1.
Ïîíèçèì ïîðÿäîê äèôóðàâíåíèÿ, îáîçíà÷èâ  t = ó′, òîãäà t ′ = ó″,

t ″ = ó ′″  è óðàâíåíèå èìååò âèä:

t ″ � 2t ′� 3 = 0. (a)

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå r2 � 2r � 3 = 0, êîðíè êîòî-
ðîãî r1 = �1, r2 = 3. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (à) èìååò âèä:

xx eÑeÑt 3
21 += −  èëè  ,3

11
xx eÑeÑ

dx

dy
y +==′ −

îòñþäà  dy = (Ñ1e
�x + Ñ2e

3x) dx.  Èíòåãðèðóÿ  ýòî  âûðàæåíèå,  ïî-
ëó÷èì

.
3

1
� 3

3
21 ÑeÑeÑy xx ++= − (b)

Ýòî åñòü îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, íàéäåì ïîñòîÿííûå Ñ1, Ñ2, Ñ3:

y ′ = C1e�x + C2e
3x, y ″ = �C1e

�x + 3C2e
3x,

òîãäà









=+
=+

=++−

1.3�
3,

,0
3

1

21

21

321

ÑÑ
ÑÑ

ÑÑÑ

Èç ýòîé ñèñòåìû .
3

5
  ,1  ,2 321 === ÑCC

À ÷àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, áóäåò:

.
3

5

3

1
2 3 +⋅+−= − xx eey
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á) y″ � 6y ′ + 9y = (x + 1) e4x,   y (0) = 1,   y ′ (0) = 3.      (a)
Íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (äèôóðà), ñîîòâåòñòâóþùåãî èñõîäíîìó äèôóðó (à):

y ″ � 6y ′ + 9y = 0. (b)

Åãî   õàðàêòåðèñòè÷åñêîå   óðàâíåíèå    r2 � 6r + 9 = 0,   a   êîðíè
r1 = r2 = 3. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äèôóðà (b) áóäåò:

y* = e3x (C1 + C2x). (c)

×àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôóðà (à) áåðåì â âèäå:

,)( 4xeBAxy ⋅+= (d)

òîãäà

, )( 4 44 xx eBAxAey ++=′  , )( 168 44 xx eBAxAey ++=′′

ïîäñòàâëÿåì  â  (à)  è  ãðóïïèðóåì:   (2A + B) + Ax = 1 + x,   îòñþäà,
ïðèðàâíÿâ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ õ, èìååì:

2A + B = 1  è  A = 1,

ò.å.  À = 1,  B = �1,  à  âûðàæåíèå  (d)  ïðèíèìàåò âèä:

.)1( 4xexy ⋅−= (å)

Ñóììèðóÿ (ñ) è (å), íàéäåì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (à):

.)1()( 43
21

xx exexCCyyy −++=+= ∗ (f)

Íàéäåì y′ = 3(Ñ1 + Ñ2x) e3x + Ñ2e
3x + e4x + 4 (õ � 1) e4x è èñïîëü-

çóÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (à), èìååì:





−++=
−=

,4133

,11

21

1

ÑÑ

Ñ

îòñþäà Ñ1 = 2, Ñ3 = 0.
Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ Ñ1 è Ñ2 ïîäñòàâëÿåì â (f) è ÷àñòíîå ðåøå-

íèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

y = 2e3x + (õ � 1) e4x.
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â) y″ + 4y = sin x,  y (0) = 0,  ó′ (0) = 3.           (a)
Îäíîðîäíîå äèôóðàâíåíèå

y″ + 4y = 0 (b)

èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå r2 + 4 = 0, a åãî êîðíè áóäóò
r1,2 = ± 2i Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äèôóðà (b) áóäåò:

y* = Ñ1 sin 2x + Ñ2 cos 2x. (c)

×àñòíîå ðåøåíèå äèôóðà (à) èùåì â âèäå:

.cossin xBxAy += (d)

Îïðåäåëèâ xBxñosAy sin  −=′  è xBxAy cos sin −−=′′  è ïîä-
ñòàâèâ â (à), ïîñëå ãðóïïèðîâêè èìååì

3À sin x + 3Â cos x = sin x,

îòñþäà  3À = 1,  3Â = 0  èëè  
3

1=A   è  Â = 0. Ïîäñòàâëÿÿ À è Â â (d)

è ñóììèðóÿ ñ (ñ), íàéäåì îáùåå ðåøåíèå äèôóðà (à):

.sin
3

1
2cos2sin 21 xxCxCyyy ++=+= ∗

(å)

Íàéäåì  xxCxCy cos2sin22cos2
3

1
21 +−=′   è,  èñïîëüçóÿ  íà-

÷àëüíûå óñëîâèÿ (à), èìååì










⋅+⋅−⋅=

⋅+⋅+⋅=

,1
3

1
02123

,0
3

1
100

21

21

CC

CC

îòñþäà  Ñ2 = 0, .
3

4
1 =C

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå Ñ1 è Ñ2 â (å), áóäåì èìåòü ðåøåíèå èñ-
õîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (à), óäîâëåòâîðÿþùåãî
íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

.sin
3

1
2sin

3

4
xxy +=



252

8.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

8.3.1. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé










+=

−=

,24

,42

yx
dt

dy

yx
dt

dx

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè  õ (0) = 1,  ó(0) = 2.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

dt

dy

dt

dx

dt

xd
42

2

2

−=

è ïîäñòàâèì â íåãî ty′  èç 2-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

,8162
2

2

yx
dt

dx

dt

xd −−=

à â ýòî óðàâíåíèå ïîäñòàâèì ó èç 1-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, èìååì:

0204
2

2

=+− x
dt

dx

dt

xd
  èëè  õ″ - 4õ ′ + 20õ = 0. (à)

Åãî  õàðàêòåðèñòè÷åñêîå  óðàâíåíèå   r2 � 4r + 20 = 0,   êîðíè
êîòîðîãî  r = 2 ± 4i.  Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (à) èìååò
ðåøåíèå:

x = e2t(Ñ1 sin 4t + Ñ2 cos 4t). (b)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â 1-îå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ïîñëå ãðóï-
ïèðîâàíèÿ íàéäåì, ÷òî

y = e2t (�Ñ1 cos 4t + Ñ2 sin 4t). (c)

Ïîäñòàâëÿÿ â (b) è (ñ) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îïðåäåëèì, ÷òî





⋅+⋅⋅=
⋅+⋅⋅=

),01(�12

),10(11

21

21

ÑÑ

ÑÑ

îòñþäà  Ñ1 = �2,  Ñ2 = 1.
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Ïîäñòàâèâ ýòè êîíñòàíòû â (b) è (ñ), íàéäåì ðåøåíèå èñõîä-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x = e2t (�2 sin 4t + cos 4t),

y = e2t (sin 4t + 2 cos 4t).

9. ÐßÄÛ

9.1. ×èñëîâûå ðÿäû

9.1.1. Èññëåäîâàòü  íà  ñõîäèìîñòü  ðÿäû  ñ  ïîëîæèòåëüíûìè
÷ëåíàìè:

à) .
221

323

1
2

2

∑
∞

= +−
+−

k kk

kk

Ðàññìîòðèì îáùèé ÷ëåí

.
12

3
2

2

+−
+−=

knk

nkmk
ak

Ïðèìåíèì íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà.
Åñëè ,0lim =

∞→ k
k

a  òî ðÿä âîçìîæíî ñõîäèòñÿ, åñëè ,0lim ≠
∞→ k

k
a  òî

ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà:

.
12

3
lim

2

2








∞
∞=

+−
+−=

∞→ knk

nkmk
J

k

Èìååì íåîïðåäåëåííîñòü, ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äåëèì íà k2

,0
00

00
12

3

12

3

 lim

2

2
≠=

+−
+−=

∞
+

∞
−

∞
+

∞
−

=
+−

+−
=

∞→ n

m

n

m

n

n
m

kk
n

kk
n

m
J

k

òàê êàê ïî óñëîâèþ m ≠ 0.
Ñëåäîâàòåëüíî,  ó  âñåõ  ñòóäåíòîâ  ðÿä  ðàñõîäèòñÿ,  òàê  êàê

íå  âûïîëíÿåòñÿ  íåîáõîäèìûé  ïðèçíàê ñõîäèìîñòè  ÷èñëîâîãî
ðÿäà.
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á) ∑
∞

=
+

+

+
+

1
3

4

.
23

12

k
k

k

Èìååì 
23

12
3

4

+
+

+

+
=

k

k

ka   è  .
23

12
4

5

1 +
+

+

+

+ =
k

k

ka

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà:

.1
3

2

0)(1 )03(

0)(1 )02(

2

1
1

3

2
3

3

2
1

2

1
2

 lim

2

12

3

23
3

23

2

12

 lim

)12( )23(

)23( )12(
 lim lim

43

34

4

4

3

4

3

3

4

5

44

35
1

<=
++
++=






 +





 +






 +





 +

=
+⋅+

+⋅+

=

=
++
++==

++

++

∞→

+

+

+

+

+

+

+

+

∞→

++
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∞→
+

∞→

kk

kk

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

kk

kk

kk

k

k

 

 

a

a
l

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

â) ∑
∞

=











+
+

1
2

2

.
35

23

k

k

k

k

Èìååì .
35

23
2

2 k

k
k

k
a 











+
+=

Ïî ïðèçíàêó Êîøè èìååì:

,1
5

3

05

03
3

5

2
3

3
5

2
3

lim
35

23
lim

35

23
lim

2

2

2

2

2

2

<=
+
+=

∞
+

∞
+

=
+

+
=

+
+=











+
+

∞→∞→∞→

k

k
k

k

k

k
kk

k

k

k

ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ. Ïðèìåð ñêîíñòðóèðîâàí òàê, ÷òî
êîýôôèöèåíò (m + n) ïåðåä k2 â çíàìåíàòåëå  áîëüøå, ÷åì êîýôôè-
öèåíò m  ïåðåä k2 â ÷èñëèòåëå, à ïîýòîìó âñåãäà ïðåäåë áóäåò ìåíü-
øå åäèíèöû, ò.å. ðÿä áóäåò ñõîäÿùèéñÿ.

ã) ∑
∞

= +1

.
14

! )2(
 

k
k

k

Èìååì .
14

! )22(

14

! )2(
11  ,

+
+=

+
= ++ kkkk

kk
aa
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Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà:

.1
4

1

4

1
4

4

1
1

lim)22( )12( lim

14

14
lim

2...21

)22()12(2...21
lim

! )2(    )14(

)14(  ! )22(
limlim

1

1
1

>∞=⋅∞=
+

+
⋅++=

=
+

+⋅
⋅⋅⋅

+⋅+⋅⋅⋅⋅=

=
+

++==

∞→∞→
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∞→
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k

kk

k

k

kk
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k

kk

k

k

kk

k

kkk

k

k

a

a
l

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ

9.2. Ñòåïåííûå ðÿäû

9.2.1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà:

à) ...
12

2

12

2

12

2
:

12

2 3
3

6
2

2

42

1

2

+
+

+
+

+
++

⋅∑
∞

=

xxx
x

k
k

kk

Ñîãëàñíî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà èñêîìûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè òåõ
çíà÷åíèÿõ õ, äëÿ êîòîðûõ:

1,  ||2 ||
)02(

)01(4
 ||

2

1
2

2

1
1 2

lim

 
2)12(

)12(2
  limlim

2

21

1)1(2
1
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k

kkk

kkk
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k

k

ò.å. .
2

1

2

1

2

1
  �, || <<< xx

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ðÿäà íà êîíöàõ  èíòåðâàëà.

Ïðè 
2

1−=x  ïîëó÷àåì ÷èñëîâîé ðÿä

∑
∞

=

+
+

−
+

+
+

−
+

−
1

3

3

2

2

.  ...
12

2
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2
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2
:
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2
)1(

k
k

k
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Ýòî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ, äëÿ êîòîðîãî

,01
12

2
lim ≠=

+∞→ k

k

k

ò.å. ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðè 
2

1=x  èìååì ÷èñëîâîé ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

, ...
12

2

12

2

12

2
:

12

2
3

3

2

2

1 +
+

+
+

++∑
∞

=k
k

k

êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ïðåäåë îáùåãî ÷èñëà íå ðàâåí íóëþ.

Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà .
2

1

2

1 <<− x

á) ∑
∞

=

−
+
+

1
4

3

.
23

12
 )2(

k

kx
k

k

Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà:
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23

12
 1
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3
+
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1 2
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Îòñþäà  çàêëþ÷àåì,  ÷òî  ðÿä  ñõîäèòñÿ  ïðè  �1 < x � 2 < 1,  èëè
1 < x < 3.

Ïðè õ = 1 ïîëó÷àåì çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä
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êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, òàê êàê åãî ÷ëåíû óáû-
âàþò, à ïðåäåë îáùåãî ÷ëåíà ïðè k → ∞ ðàâåí íóëþ.
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Ïðè õ = 3 èìååì ÷èñëîâîé ðÿä
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 Ñðàâíèì åãî ñ ãàðìîíè÷åñêèì ðÿäîì
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êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ.
Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäåëüíûì ïðèçíàêîì ñðàâíåíèÿ. Òàê êàê
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ëåæèò ìåæäó 0 è ∞, òî îáà ðÿäà ðàñõîäÿòñÿ, ò.å. ïðè õ = 3 èñõîä-
íûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè äàííîãî ðÿäà: 1 ≤ õ < 3.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì êîíå÷íîì õ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáå-
ðà äàííûé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Îáëàñòü  ñõîäèìîñòè ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ðÿäà åñòü âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü.
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9.2.2. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (x) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè õ0:

à) ;
4

)(
+

=
x

x
xf   õ0 = 3.

Çàïèøåì ôóíêöèþ â âèäå:
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Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ äàííîé ôóíêöèè è åå ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðîèçâîäíûõ ïðè õ0 = 3:
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â îáùåå âûðàæåíèå ðÿäà
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Èìååì
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Ïîëó÷èëè èñêîìîå ðàçëîæåíèå.

9.2.3. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ñ
òî÷íîñòüþ 0,001 çíà÷åíèÿ:

à) å�3.
Áåðåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (x) = ex â ðÿä Òåéëîðà:
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765432
3�e

=�2 + 4,5 � 4,5 + 3,375 � 2,025 + 1,012 � 0,434 + 0,163 � 0,054 +

+0,016 � 0,004 + 0,001 � 0,00026.

Ïîëó÷åííûé ðÿä çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ. Ïîýòîìó, îãðàíè÷èâà-
ÿñü ïåðâûìè äâåíàäöàòüþ ÷ëåíàìè ðÿäà, ìû ïîëó÷èì îøèáêó
0,00026 < 0,001.

Ñëåäîâàòåëüíî, e�3 = 0,05.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×
ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÉ ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÌ

ÐÀÇÄÅËÀÌ ÂÛÑØÅÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

6. ÄÂÎÉÍÛÅ, ÒÐÎÉÍÛÅ È ÊÐÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ
ÈÍÒÅÃÐÀËÛ

6.1. Äâîéíûå èíòåãðàëû

6.1.1. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:
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 dxyxdy
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Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (çàøòðèõîâàíà) (ðèñ. 57) îãðàíè÷å-
íà ñíèçó è ñâåðõó ïðÿìûìè y = 0 è y = 2, à ñëåâà è ñïðàâà ïðÿìûìè
õ = 2y è õ = y + 4. Ìåíÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, òîãäà â íà-
ïðàâëåíèè  îñè  Îó  íà  õ ∈ [0; 6]  íóæíî  âûäåëèòü  äâå  îáëàñòè:
õ ∈ [0; 4]  è  õ ∈ [4; 6]  è ïåðâàÿ îáëàñòü D1 áóäåò îãðàíè÷åíà ñíèçó

è ñâåðõó ïðÿìûìè:  y = 0  è  ,
2

x
y =   a âòîðàÿ îáëàñòü  �  y = õ � 4

è y = 2.
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Ñòðîèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D (ðèñ. 58). Îíà ñîñòîèò èç
äâóõ îáëàñòåé: D1 � íà îòðåçêå õ ∈ [0; 4] îãðàíè÷åííîé ñíèçó è

ñâåðõó êðèâûìè y = 0 è ,
16

2x
y =  è D2 � íà îòðåçêå õ ∈ [4; 6] îãðà-

íè÷åííîé ñíèçó è ñâåðõó ïðÿìûìè y = 0 è .
2

6 x
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Ïðè èçìåíåíèè ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåì èìåòü ïðàâèëü-

íóþ  îáëàñòü  D,  îãðàíè÷åííóþ  ñëåâà  è  ñïðàâà  êðèâûìè  yx 4=
è õ = 6 � 2ó, à ñíèçó è ñâåðõó ïðÿìûìè y = 0 è y = 1. Îòâåò çàïèñàí
íàâåðõó.

6.1.2. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè: z = 0;
y = x2   è   ïëîñêîñòüþ,   ïðîõîäÿùåé   ÷åðåç   òî÷êè   À (2; 4; 0),
B (�4; 4; 0),  C (0; 0; 6).

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òðè çàäàí-
íûå òî÷êè:
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èëè
 �24õ + 24y + 8z � 48 + 16z � 96 + 24x + 12y = 0,

èëè
3y + 2z � 12 = 0

è îêîí÷àòåëüíî

.
2

3
6 yz −=

Èçîáðàçèì òåëî (ðèñ. 59): ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð y = x2 îã-

ðàíè÷åí ñíèçó ïëîñêîñòüþ z = 0, à ñâåðõó � ïëîñêîñòüþ yz
2

3
6 −=

ïàðàëëåëüíîé îñè Ox.  Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ D (ðèñ. 60) åñòü
ôèãóðà îãðàíè÷åííàÿ ïàðàáîëîé y = x2  è ïðÿìîé y = 4.

Â ñèëó ñèììåòðèè òåëà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè zOy  óäâîèì
èíòåãðàë:
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6.1.3. Èçîáðàçèòü è íàéòè ïëîùàäü ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ëè-
íèÿìè:

à) y = 0; y = õ2  è  y = 4 (õ � 6)2.
Ïîñòðîèì äâå ïàðàáîëû è íàéäåì èõ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ:
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è  x2 = 12.  Íà ÷åðòåæå (ðèñ. 61) èçîáðàæåíà çàøòðèõîâàííàÿ ôè-
ãóðà, ïëîùàäü êîòîðîé îïðåäåëÿåì:
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á) (x2 + y2)2 = 18 · xy.
Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ýòî óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

(ñìîòðèòå ïðèìåð 4.4.1á): ρ2 = 9 sin 2ϕ. Ðàññìîòðèì çàøòðèõîâàí-
íóþ îáëàñòü, äëÿ íåå êîîðäèíàòû ρ è ϕ îïðåäåëåíû íåðàâåíñòâà-

ìè ,
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6.2. Òðîéíûå èíòåãðàëû

6.2.1. Íàéòè èíòåãðàë ,    dzdydx
V

x∫∫∫  åñëè òåëî V îãðàíè÷åíî

ïëîñêîñòÿìè: x = 0, y = 0, x + 4y � 2z = 0 è x + y + z � 6 = 0.

Ðåøåíèå. Òåëî V îãðàíè÷åíî êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè xOz

è yOz, à ñíèçó è ñâåðõó � ñîîòâåòñòâåííî ïëîñêîñòÿìè: )4(
2

1
yxz +=

è z = 6 � x � y. Íàéäåì ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé:
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Èìååì ).4(
2

1
xy −=  Ïîñòðîèì íà ïëîñêîñòè xOy îáëàñòü D

(ðèñ. 62). Âû÷èñëÿåì:
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6.2.2.   Íàéòè    îáúåì    òåëà,    îãðàíè÷åííîãî    ïîâåðõíîñòÿìè:
2z = x2 + y2; z = 2; x = 0; y = 2x.

Ðåøåíèå. Òåëî ñíèçó îãðàíè÷åíî ïîâåðõíîñòüþ ),( 22

2

1
yxz +=

à ñâåðõó � z = 2. Íà ïëîñêîñòè xOy ïîñòðîèì îáëàñòü D (ðèñ. 63).

Ïåðåéäåì ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì:







=
=
=

.
,sin
,cos

zz
y
x

ϕρ
ϕρ

Óðàâíåíèå ïàðàáîëîèäà áóäåò èìåòü âèä:

2z = ρ2 cos2 ϕ + ρ2 · sin2 ϕ , èëè 2z = ρ2, èëè .
2

2ρ=z

Ðàäèóñ ρ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî .2222 =⋅== zρ
Íàéäåì ïðåäåëû èçìåíåíèÿ óãëà ϕ (ðèñ. 64).

Ðèñ. 63

y

x

Dγ

ϕ

Ðèñ. 64

À

x0 Â

y

θ
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,2tg
2 == ==
x

x

x

y

OB

ABθ  òîãäà θ = 63,4349° è ϕ = 90° + θ =

= 153,4349° = 0,852π, ò.å. ϕ èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî 153,4349° = 0,852π.
Íàõîäèì îáúåì:

åä.).  (êóá.  704,122 
4

1

2

1

2
2 

 
2

1
2   

2
2      

          

852,0
0

852,0

0

2
0

4
2852,0
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∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫

dd

ddddzdd

dzdddzdddzdydxV
VV

6.3. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

6.3.1. Âû÷èñëèòü êðèâîëè-
íåéíûé èíòåãðàë

, );(  );( dyyxQdxyxP
Ñ

+∫
ãäå

P(x; y) = 2x + 2y,

Q(x; y) = 4x + 2y,

à êîíòóð C (OABO) îãðàíè÷åí
ëèíèÿìè:

ÎÀ : y = 4x2,

AB : y = 16,

BO : x = 0.

à) Âû÷èñëÿåì  íåïîñðåäñòâåí-
íî. Ñòðîèì êîíòóð (ðèñ. 65).

Ðèñ. 65
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0 2     x
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16
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Îáõîä êîíòóðà ñîâåðøàåì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè:
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á) Âû÷èñëÿåì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî ôîðìóëå Ãðèíà:
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∫∫∫∫∫

x
xdxx

ydxdydx

dydxdydx
y
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x
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DDÑ

Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íåïîñðåäñòâåííî è ïî
ôîðìóëå Ãðèíà ñîâïàëî.

6.3.2. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

zdzdyzydxzxJ
C

12 )22( )42( −+++= ∫
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âäîëü îäíîãî âèòêà âèíòîâîé ëèíèè Ñ:







≤≤=
=
=

.20,6
,4sin2
,4cos2

πttz
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Ðåøåíèå.
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Ðàññìîòðèì äâà èíòåãðàëà, êîòîðûå âîçüìåì ïî ÷àñòÿì:
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Èíòåãðàë J âû÷èñëÿåì äàëüøå:
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7. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÏÎËß

7.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè

7.1.2. Íàéòè â òî÷êå À (�1, �3, 0) ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

.
3

4

yx

z
U

+
+=

Ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ U (A), îáîçíà÷àåìûì ñèìâîëîì
grad u, íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ïðîåêöèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè U (A) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíà-
òàì, ò.å.
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∂
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∂
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è ýòè çíà÷åíèÿ ïîäñòàâèì â ôîðìóëó grad u:

.
6

1

9

1

3

1
 grad kju −−−= ι

7.1.3. Íàéòè â òî÷êå Â (3, 1, 4) äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ
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Äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ F  âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
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è íàéäåì èõ çíà÷åíèÿ â òî÷êå B (3, 1, 4)
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è ïîäñòàâèì â ôîðìóëó äëÿ F div

.21026 div =+−−=BF

7.1.4. Íàéòè â òî÷êå Ñ (2, 3, 1) ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ
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zyxF +−−+−= ι

Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå F rot  ÷åðåç äåêàðòîâû ïðÿìîó-

ãîëüíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà kFjFFF zyx    ++= ι  âûðàæàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

.    rot k
y

F

x

F
j

x

F

z

F

z

F

y

F
F xyzxyz







∂

∂
−

∂
∂

+






∂
∂−

∂
∂

+





∂

∂
−

∂
∂= ι

õ y



273

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
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F zzyyxx

è ýòè çíà÷åíèÿ ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëó äëÿ F rot :

.422 rot kjF +−−= ι

7.2. Èíòåãðàëû è èíòåãðàëüíûå òåîðåìû

7.2.1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëå kyxjzzzyxF )53(53),,( +++= ι  ïî-
òåíöèàëüíî è íàéòè åãî  ïîòåíöèàë.

Ðåøåíèå.  Íåîáõîäèìûì  è  äîñòàòî÷íûì  óñëîâèåì  ïîòåíöè-

àëüíîñòè  ïîëÿ  ),,( zyxF   ÿâëÿåòñÿ  ðàâåíñòâî  íóëþ  ðîòîðà  (âèõ-

ðÿ)  ýòîãî  ïîëÿ:  0 rot =F   Íàõîäèì  âåêòîð  ðîòîðà  ïîëÿ

:)53(53 kyxjzzkRjQPF +++=++= ιι
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ò.å. äàííîå ïîëå ïîòåíöèàëüíî.



274

7.2.2. Äàíû ïîëå kxyjzxizyF ⋅+⋅⋅−+⋅−= 8)35()53( 2222  è ïè-
ðàìèäà ñ âåðøèíàìè Î (0; 0; 0), À (3; 0; 0), Â (0; 5; 0) è Ñ (0; 0; 8).
Íàéòè:

à) ïîòîê ïîëÿ F  ÷åðåç ãðàíü ÀÂÑ  ïèðàìèäû â íàïðàâëåíèè
íîðìàëè, ñîñòàâëÿþùåé îñòðûé óãîë ñ îñüþ Îz;

á) ïîòîê ïîëÿ F  ÷åðåç âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà;

â) öèðêóëÿöèþ ïîëÿ F  âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ÀÂÑ:
â1) íåïîñðåäñòâåííî;
â2) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ñòîêñà (îáõîä êîíòóðà ïðîèñõîäèò

â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî âíåøíåé íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû).

Ðåøåíèå. Ñòðîèì ÷åðòåæ ïèðàìèäû ÎÀBC (ðèñ. 66). Íàéäåì
óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ÀÂÑ  êàê óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ:

1
853

=++ zyx
 èëè 40x + 24y + 15z � 120 = 0.

Åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïëîñêîñòè, îáåñïå÷èâàþ-
ùèé òðåáóåìîå íàïðàâëåíèå îðèåíòàöèè ïîâåðõíîñòè, èìååò âèä:
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 Çäåñü

.492401152440|| 222 ==++=N
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49
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=⋅+⋅+⋅= kjin

Ñëåäîâàòåëüíî, íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà n  ðàâíû:

 ,
49

40
cos =α  ,

49

24
cos =β  .

49

15
cos =γ

Òîãäà

cos a  · dS = dy · dz,   cos β · dS = dx · dz,  cos γ  · dS = dx · dy.

Äëÿ äàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ )  ;  ;( RQPF =  áóäåò

P = 3y2 � 5z2, Q = 5x2 � 3z2, R = 8xy.

Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ )  ;  ;( RQPF =
÷åðåç ïîâåðõíîñòü S = ABC ïîëó÷àåì:
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ãäå Syz, Sxz, è Sxy � ïðîåêöèè ïîâåðõíîñòè S íà ñîîòâåòñòâóþùèå
êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè.
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á) Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ F  ÷åðåç âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü S  âñåõ
ãðàíåé ïèðàìèäû ÎABC ðàâåí èíòåãðàëó îò äèâåðãåíöèè ýòîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ, ò.å. ïî ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà èìååì:
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â) Íàéäåì öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ F  âäîëü çàìêíóòîãî
êîíòóðà ÀÂÑÀ, ãäå

.8)35()53( 2222 kxyjzxizyF ⋅+⋅−+⋅−=
Ïðèìåíÿåì ñíà÷àëà òåîðåìó Ñòîêñà.

. rot  dsFnrdFÖ

Ñ S

⋅⋅=⋅= ∫ ∫∫
Çäåñü êîíòóð Ñ � â âèäå ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, ëåæàùåãî

â ïëîñêîñòè 40x + 24y + 15z � 120 = 0, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè À,
Â è  Ñ.

Íàéäåì ðîòîð äàííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.
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Èñïîëüçóåì çäåñü, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè åñòü 40x + 24y +  15z  �
� 120 = 0 è äëÿ êàæäîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè áóäåì ÷åðåç ýòî óðàâ-
íåíèå âûðàæàòü íóæíûå êîîðäèíàòû. Òîãäà ïîëó÷àåì èíòåãðàëû:
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Âû÷èñëèì öèðêóëÿöèþ ïîëÿ F  íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëå
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Ö = ÖÀÂ + ÖÂÑ + ÖÑÀ.
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Â ðåçóëüòàòå Ö = ÖÀÂ + ÖÂÑ + ÖÑÀ = 0 + 320 � 320 = 0. Ñîâïà-
äåíèå âåëè÷èí öèðêóëÿöèè Ö,  íàéäåííûõ ðàçíûìè ñïîñîáàìè,
ãîâîðèò î ïðàâèëüíîñòè ðåçóëüòàòà.
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9.3. Ðÿäû Ôóðüå

9.3.1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (x) â ðÿä Ôóðüå â óêàçàííîì èí-
òåðâàëå:

f (x) = (x � 4)2 â èíòåðâàëå (0; 4).

Ðåøåíèå. Äîîïðåäåëèì (ïðîäîëæèì) äàííóþ ôóíêöèþ íà ñåã-
ìåíò [�4; 0] ÷åòíûì îáðàçîì è ðàçëîæèì åå â ðÿä Ôóðüå, ñ÷èòàÿ åå
çàäàííîé íà ñåãìåíòå [�4; 4], ãäå îíà áóäåò ÷åòíîé (ðèñ. 67). Òîãäà
åå êîýôôèöèåíòû â ðÿäå Ôóðüå áóäóò:
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Òàê êàê f (x) � ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî åå ðÿä Ôóðüå ñîäåðæèò òîëü-
êî ñâîáîäíûé ÷ëåí à0 è êîñèíóñû, à bm = 0.

Òîãäà
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0
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π

Íà îòðåçêå [0; 4] f (x) áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ðÿäîì Ôóðüå òåì
æå, ÷òî è íà îòðåçêå [�4; 4].
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Òîãäà ñ ó÷åòîì bm = 0 ðÿä Ôóðüå ïîëó÷àåò âèä:
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10. ÔÓÍÊÖÈÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÃÎ ÏÅÐÅÌÅÍÍÎÃÎ

10.1. Äåéñòâèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

10.1.1. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:

a) (4 + i · 5)2 · (5 � i · 4) = (16 + 40 · i + 25 · i2) · (5 � 4 · i) =

=(�9 + 40 · i) (5 � 4i) = �45 + 200 · i + 36 · i + 160 = 115 + 236 · i.

á) .
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i −=⋅−=
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⋅−⋅+
⋅−⋅−=

⋅+
⋅−

10.2.1. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f (z) = (z + 4)2 + z � 5 · i  àíàëè-
òè÷íà.

Ïðåäñòàâèì   ôóíêöèþ   f (z)   â   âèäå   u (x, y) + i · v (x,  y),   ãäå
z = x + i · y. Ïîëó÷àåì

f (z) = (x + i · y + 4)2 + x + i · y � 5i =

=(x + 4)2 + 2 · (x + 4) · y · i � y2 + x + i · y � 5i =

=(x + 4)2 + x � y2 + i · (2 (x + 4) · y + y � 5).

Òîãäà u (x, y) = (x + 4)2 + x � y2, v (x, y) = 2(x + 4) · y + y � 5.
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå äëÿ f (z) óñëîâèé Êîøè � Ðèìàíà:
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Ïîëó÷àåì, ÷òî
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∂
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∂
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∂
∂

Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ Êîøè � Ðèìàíà âûïîëíåíû è äàííàÿ
ôóíêöèÿ f (z) � àíàëèòè÷íà.

10.3.1. Âû÷èñëèòü , ))4()5(( ∫ ⋅+⋅+−
Ñ

dzyxiyx  ãäå êîíòóð Ñ �

íåçàìêíóòàÿ  ëîìàíàÿ,  ñîåäèíÿþùàÿ  òî÷êè  Î (0,  0),  À (4,  5)  è
Â (0, 9) (ðèñ. 68).

Èñïîëüçóåì ôîðìóëó
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ãäå îáùèé èíòåãðàë ïî êîíòóðó Ñ = ÎÀÂ ðàçîáüåì íà äâà êîíòóðà
ÎÀ è ÀÂ.

Óðàâíåíèå ÎÀ: ,
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dxdy ⋅=

Äëÿ ÀÂ: y = 9 � x, dy = �dx.
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10.4.1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ 
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òî÷êè z0 = 0 â ðÿä Òåéëîðà è íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà.
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Ðàçëîæèì êàæäóþ èç ýòèõ ôóíêöèé â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z � z0 =
= z � 0 = z c ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:
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Îáëàñòü ñõîäèìîñòè êàæäîé èç ïðîãðåññèé åñòü | z | < 4 è | z | < 9.
Îáùàÿ ÷àñòü äàåò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðàâíûé R = 4 èëè | z | < 4.

10.5.1. Îïðåäåëèòü òèï îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè 
23 5
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è íàéòè âû÷åòû â íèõ.
Ðàçëîæèì äàííóþ ôóíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z:
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Ýòî ðàçëîæåíèå âåðíî ïðè | z | < 5. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ôóí-
êöèÿ èìååò òî÷êó z0 = 0 ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà. Âû÷åòîì ýòîé
ôóíêöèè f (z) îòíîñèòåëüíî ïîëþñà z0 = 0 ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò

ïðè ,
11

z
z =−  ò.å. ÷èñëî .
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 Àíàëîãè÷íî,   ïðè   ðàçëîæåíèè   f (z)   ïî   ñòåïåíÿì   ðàçíî-
ñòåé z � (�5) = z + 5 ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà z1 = �5 áóäåò ïîëþñîì
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ïåðâîãî  ïîðÿäêà  (ñòåïåíè  îò  
z

1
  äàäóò  ïðàâèëüíóþ  ÷àñòü  ðÿäà

Ëîðàíà) è âû÷åò â òî÷êå z1 = �5 áóäåò ðàâåí ,
25

1
ò.ê.

...
525

2

5

1

25

1
...

25

)5(

5

5
1

5

1

25

1

5
5

1

1

5

1

5

1

55

1

5

11

5

1
)(

22

2

22

+
⋅

+
+

⋅=









+++++⋅

+
⋅=

=


















+−

−⋅⋅
+

=






−+
⋅

+
=





⋅

+
=

z

zz

z

zzzzzz
zf

11.2.1. Ðåøèòü  îïåðàöèîííûì  ìåòîäîì  äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå:  x″ � x ′ � 20 · x = e�t,  x (0) = 0,  x ′ (0) = 4.

Ðåøåíèå. Ïåðåõîäèì îò îðèãèíàëîâ ê èçîáðàæåíèÿì ôóíêöèé.
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ÐÀÇÄÅË 6

ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

6.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

6.1.1. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Åñëè èñïûòàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê îäíîìó è òîëüêî ê îäíîìó
èç n ðàçëè÷íûõ ðàâíîâîçìîæíûõ èñõîäîâ (íàçûâàåìûõ ýëåìåí-
òàðíûìè èñõîäàìè) è åñëè m èç ýòèõ èñõîäîâ áëàãîïðèÿòñòâóþò
ïîÿâëåíèþ ñîáûòèé À, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

.)( 
n

m
AP = (1)

Ýòî � êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.
Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè.
1. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ çàêëþ÷åíà ìåæäó íóëåì è åäè-

íèöåé:
0 ≤ P (A) ≤ 1.

2. Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ I, ò.å. òàêîãî ñîáûòèÿ,
êîòîðîå ïðè èñïûòàíèè îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò, ðàâíà åäèíèöå:

P (I) = 1.

3. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ Î, ò.å. ñîáûòèÿ, êîòî-
ðîå â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ íå ìîæåò ïðîèçîéòè, ðàâíà íóëþ:

P (Î) = 0.

4. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé À è

À , ò.å. òàêèõ ñîáûòèé, ÷òî ïîÿâëåíèå îäíîãî èç íèõ èñêëþ÷àåò
ïîÿâëåíèå äðóãîãî, ðàâíà åäèíèöå:

1.)( )( =+ APAP
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Ïðèìåð 6.1. Èç óðíû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ 4 áåëûõ, 9 ÷åðíûõ è
7 êðàñíûõ øàðîâ, íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðà?

Ðåøåíèå. Çäåñü ýëåìåíòàðíûì èñõîäîì ÿâëÿåòñÿ èçâëå÷åíèå èç
óðíû ëþáîãî øàðà. ×èñëî âñåõ òàêèõ èñõîäîâ ðàâíî ÷èñëó øàðîâ
â óðíå, ò.å. n = 20. ×èñëî èñõîäîâ, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ïîÿâëå-
íèþ áåëîãî øàðà (ñîáûòèå À), î÷åâèäíî, ðàâíî ÷èñëó áåëûõ øà-
ðîâ â óðíå, ò.å. m = 4. Ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (1) íàõîäèì:

.
5

1

20

4
)( ==AP

Ïðèìåð 6.2. Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàþò äâà ðàçà. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ îêàæåòñÿ ðàâíîé âîñüìè?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aij ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàëî i î÷êîâ, à ïðè âòîðîì � j î÷-
êîâ. Òîãäà 36 ñîáûòèé

666261

262221

161211

,,,
,,,,
;,,,
;,,,

AAA

AAA

AAA

K

KKKK

K

K

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòàðíûå èñõîäû îïûòà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ n = 36. Ïîÿâëåíèþ ñî-
áûòèÿ À (ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà âîñüìè) áëàãîïðèÿòñòâó-
þò èñõîäû  À26,  À35,  À44,  À53,  À62.  Òàêèì îáðàçîì, m = 5. Îòñþäà
ïîëó÷àåì:

.
36

5
)( =AP

6.1.2. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Åñëè ðåçóëüòàò èñïûòàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ïîëîæåíèåì
òî÷êè â íåêîòîðîé îáëàñòè, ïðè÷åì ïîëîæåíèÿ òî÷åê â ýòîé îáëàñòè
ðàâíîâîçìîæíû, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

,0

S

S
p = (2)

ãäå S � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìåðà (äëèíà, ïëîùàäü èëè îáúåì) âñåé îá-
ëàñòè, S0 � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìåðà òîé ÷àñòè îáëàñòè, ïîïàäàíèå â
êîòîðóþ áëàãîïðèÿòñòâóåò äàííîìó ñîáûòèþ.
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Ïðèìåð 6.3. Â êðóã âïèñàí êâàäðàò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òî÷êà, íàóäà÷ó ïîñòàâëåííàÿ â êðóãå, îêàæåòñÿ âíóòðè êâàä-
ðàòà?

Ðåøåíèå. Ïëîùàäü êðóãà S = πr2, ïëîùàäü êâàäðàòà S0 = 2r2,
ãäå r � ðàäèóñ êðóãà (ðèñ. 69). Îòñþäà ïî ôîðìóëå (2) íàõîäèì èñ-
êîìóþ âåðîÿòíîñòü:

.
2

 

2
2

2
0

ππ
===

r

r

S

S
p

Ïðèìåð 6.4. Èçâåñòíî, ÷òî òåëåôîííûé çâîíîê äîëæåí ïîñëå-
äîâàòü îò 11 ÷ äî 11 ÷ 30 ìèí. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çâî-
íîê ïðîèçîéäåò â ïîñëåäíèå 10 ìèíóò óêàçàííîãî ïðîìåæóòêà, åñëè
ìîìåíò çâîíêà ñëó÷àåí?

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñõåìîé. Äëÿ ýòîãî ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè îò 11 ÷ äî 11 ÷ 30 ìèí ïðåäñòàâèì â âèäå îòðåçêà
ÀÂ äëèíîé â 30 åäèíèö,  à ïðîìåæóòîê  âðåìåíè îò 11 ÷ 20 ìèí äî
11 ÷ 30 ìèí � â âèäå îòðåçêà ÑÂ äëèíîé â 10 åäèíèö (ðèñ. 70). Ñëó-

Ðèñ. 69

0
•

r

2r

2r

Ðèñ. 70

10

30

A 
C

 B    

÷àéíûé çâîíîê  â íåêîòîðûé ìîìåíò ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëó÷àñà
èçîáðàæàåòñÿ íàóãàä âçÿòîé òî÷êîé íà îòðåçêå ÀÂ. Òîãäà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî çâîíîê ïðîèçîéäåò â èíòåðâàëå îò 11 ÷ 20 ìèí äî
11 ÷ 30 ìèí, â ïîëó÷åííîé ñõåìå  îçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
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òî÷êà, íàóãàä âçÿòàÿ íà îòðåçêå ÀÂ, îêàæåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé îò-
ðåçêó ÑÂ. Ýòà âåðîÿòíîñòü, î÷åâèäíî, ðàâíà:

.
3

1

30

10 ==p

Ïðèìåð 6.5.  Â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïðîìåæóòêà Ò ðàâíî-
âîçìîæíû ïîñòóïëåíèÿ â ïðèåìíèê äâóõ ñèãíàëîâ. Ïðèåìíèê ñ÷è-
òàåòñÿ çàáèòûì, åñëè ðàçíîñòü ïî âðåìåíè ìåæäó ñèãíàëàìè ìåíü-
øå τ < T. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèåìíèê áóäåò çàáèò?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîð-
äèíàò õÎó. Ïóñòü õ è ó � ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ  â ïðèåìíèê ñîîò-
âåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî ñèãíàëîâ. Òîãäà âñå âîçìîæíûå êîì-
áèíàöèè ïîñòóïëåíèÿ ñèãíàëîâ èçîáðàçÿòñÿ  òî÷êàìè êâàäðàòà
0 ≤ õ ≤ Ò, 0 ≤ ó ≤ Ò. Òàê êàê ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ  ñèãíàëîâ ðàâíî-
âîçìîæíû â òå÷åíèå ïðîìåæóòêà âðåìåíè Ò, òî ïîëîæåíèÿ òî÷åê
(õ; ó) â îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîãî êâàäðàòà òàêæå ðàâíîâîçìîæíû.

Âûÿñíèì, êàêèå òî÷êè êâàäðàòà áëàãîïðèÿòñòâóþò  èíòåðåñó-
þùåìó íàñ ñîáûòèþ À (ïðèåìíèê çàáèò). Ñîáûòèå À ìîæåò  ïðî-
èçîéòè ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàçíîñòü ïî âðåìåíè ìåæäó ñèãíà-
ëàìè áóäåò ìåíüøå τ  ò.å. åñëè

| õ � ó) < τ. (*)

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü êâàäðàòà, áëàãîïðèÿòñòâóþùàÿ ñîáû-
òèþ À (íà ðèñ. 71 îíà çàøòðèõîâàíà), ñîñòîèò èç òî÷åê, êîîðäèíà-
òû  (õ; ó) êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (*).

Ðèñ. 71

0 x

y

Ò
y 

= x
 +

 τ

τ

Òτ

y 
= x

 � 
τ

Ò � τ

123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
123456789012345678901234
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Ïëîùàäü êâàäðàòà S = T 2; ïëîùàäü çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè
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6.1.3. Òåîðåìû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

Ñóììîé íåñêîëüêèõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå
â ïîÿâëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ýòèõ ñîáûòèé.

Ïðîèçâåäåíèåì íåñêîëüêèõ ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, ñî-
ñòîÿùåå â ñîâìåñòíîì îñóùåñòâëåíèè âñåõ ýòèõ ñîáûòèé.

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Åñëè ñîáûòèÿ À1, À2, � , Àn

íåñîâìåñòíû, ò.å. íèêàêèå äâà èç íèõ íå ìîãóò îñóùåñòâèòüñÿ  âìå-
ñòå, òî

P (À1 + À2 + � + Àn) = P (À1) + P (À2) + � + P (Àn). (3)

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ À, âû÷èñëåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ïðîèçîøëî ñîáûòèå Â, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáû-
òèÿ À ïðè óñëîâèè Â è îáîçíà÷àåòñÿ Ð (À / Â).

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ
íåñêîëüêèõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç
íèõ íà óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè âñåõ îñòàëüíûõ, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü
êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñîáûòèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âñå ïðåäûäóùèå ñîáûòèÿ óæå ïðîèçîøëè:

P (À1 · À2·  À3� Àn) =

= P (À1) · P (À2 / À1) · P (À3 / À1 À2) � P (Àn / À1 À2 � Àn � 1). (4)

Åñëè ñîáûòèÿ À1, À2, � , Àn íåçàâèñèìû, ò.å. îñóùåñòâëåíèå
ëþáîãî ÷èñëà èç íèõ  íå ìåíÿåò âåðîÿòíîñòåé îñóùåñòâëåíèÿ îñ-
òàëüíûõ, òî

P (À1 · À2·� Àn) = P (À1) · P (À2) � P (Àn). (5)
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Ïðèìåð 6.6. Äâà ñòàíêà ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Âåðîÿòíîñòü áåñïåðåáîéíîé ðàáîòû ïåðâîãî ñòàíêà â òå÷åíèå íå-
êîòîðîãî âðåìåíè t  ðàâíà p1 = 0,9, âòîðîãî � p2 = 0,8. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü áåñïåðåáîéíîé ðàáîòû îáîèõ ñòàíêîâ â òå÷åíèå óêà-
çàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: À1 è À2 � áåñïåðå-
áîéíàÿ ðàáîòà ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî ñòàíêîâ â òå÷å-
íèå âðåìåíè t;  A � áåñïåðåáîéíàÿ ðàáîòà îáîèõ ñòàíêîâ â òå÷åíèå
óêàçàííîãî âðåìåíè. Òîãäà ñîáûòèå À åñòü ñîâìåùåíèå ñîáûòèé À1
è À2, ò.å. À = À1 À2. Òàê êàê ñîáûòèÿ À1 è À2 íåçàâèñèìû (ñòàíêè
ðàáîòàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà), òî ïî ôîðìóëå (5) ïîëó÷èì:

P (À) = P (À1) · P (À2) = 0,9 · 0,8 = 0,72.

Ïðèìåð 6.7. Â çàäà÷å 6.6. îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü áåñïåðåáîé-
íîé ðàáîòû õîòÿ áû îäíîãî èç äâóõ ñòàíêîâ â òå÷åíèå âðåìåíè t
(ñîáûòèå Â).

Ðåøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå B
îçíà÷àþùåå ïðîñòîé îáîèõ ñòàíêîâ â òå÷åíèå âðåìåíè t. Î÷åâèä-

íî, ÷òî ñîáûòèå B  åñòü ñîâìåùåíèå ñîáûòèé 1A  è 2A  � ïðîñòîåâ

ïåðâîãî è âòîðîãî ñòàíêîâ, ò.å. .21AAB =  Òàê êàê ñîáûòèÿ 1A  è

2A  íåçàâèñèìû, òî

.02,02,01,0)]( 1[ )]( 1[)( )( )( 2121 =⋅=−−=⋅= APAPAPAPBP

 Îòñþäà

.98,0)(1)( =−= BPBP

Âòîðîé ñïîñîá. Ñîáûòèå Â ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, êîãäà
èìååò ìåñòî îäíî èç ñëåäóþùèõ òðåõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé: ëèáî

À1 · 2À  � ñîâìåùåíèå ñîáûòèé À1 è 2À  (ïåðâûé ñòàíîê ðàáîòàåò,

âòîðîé � íå ðàáîòàåò), ëèáî 1À · À2 � ñîâìåùåíèå ñîáûòèé 1À  è
À2 (ïåðâûé ñòàíîê íå ðàáîòàåò, âòîðîé � ðàáîòàåò), ëèáî À1 À2 �
ñîâìåùåíèå ñîáûòèé À1 è À2 (îáà ñòàíêà ðàáîòàþò), ò.å.

.212121 AAAAAAB ⋅+⋅+⋅=
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Ïî ôîðìóëå (3) ïîëó÷èì:

).( )( )( )( 212121 AAPAAPAAPBP ⋅+⋅+⋅=

Â ñèëó òîãî, ÷òî ñîáûòèÿ À1 è À2, à ñëåäîâàòåëüíî, À1 è 2A , 1A
è À2 íåçàâèñèìû, èìååì:

.98,0)( )( )(  )]( 1[)]( 1[ )( 

)( )( )( )( )( )( )( 

212121

212121

=⋅+−+−=
=⋅+⋅+⋅=

APAPAPAPAPAP

APAPAPAPAPAPBP

Ïðèìåð 6.8. Ïðè óâåëè÷åíèè íàïðÿæåíèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè
ðàçðûâ ýëåêòðè÷åñêîé öåïè âñëåäñòâèå âûõîäà èç ñòðîÿ îäíîãî èç
òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ; âåðîÿòíîñòè îòêà-
çà ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,2; 0,3; 0,4. Îïðåäåëèòü âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàçðûâà öåïè íå ïðîèçîéäåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèÿ À1, À2, À3 îçíà÷àþò âûõîä èç ñòðîÿ
ñîîòâåòñòâåííî  ïåðâîãî,  âòîðîãî  è  òðåòüåãî  ýëåìåíòîâ.  Èõ
âåðîÿòíîñòè   ïî   óñëîâèþ   ñîîòâåòñòâåííî   ðàâíû:  P (A1)  =  0,2;
P (A2) = 0,3; P (A3) = 0,4. Òîãäà âåðîÿòíîñòè ïðîòèâîïîëîæíûõ

ñîáûòèé  ,1A  ,2A  3A  ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûé, âòîðîé è òðåòèé ýëå-
ìåíò íå âûøåë èç ñòðîÿ) ðàâíû:

.6,0)(   ;7,0)(   ;8,0)( 1)( 3211 ===−= APAPAPAP

Ñîáûòèå À, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ðàçðûâà öåïè íå ïðîèçîøëî,

åñòü ñîâìåùåíèå íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé  ,1A  ,2A  3A : .321 AAAA ⋅⋅=
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ôîðìóëå (5) ïîëó÷àåì:

.336,06,07,08,0)( )( )( )( 321 =⋅⋅=⋅⋅= APAPAPAP

Ïðèìåð 6.9. Â óðíå 6 ÷åðíûõ, 5 êðàñíûõ è 4 áåëûõ øàðà. Ïîñ-
ëåäîâàòåëüíî âûíèìàþò òðè øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïåðâûé øàð îêàæåòñÿ ÷åðíûì, âòîðîé � êðàñíûì è òðåòèé � áå-
ëûì.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ: À � ïåðâûé âûíó-
òûé øàð ÷åðíûé, Â � âòîðîé øàð êðàñíûé, Ñ � òðåòèé øàð áå-
ëûé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ñîáûòèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî øàðû
âûíóòû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: ÷åðíûé, êðàñíûé, áåëûé. Î÷åâèä-
íî, D = A · B · C.
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Ïî ôîðìóëå (4) èìååì:

P (D) = P (A) · P (B / A) · P (C / AB).

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåí-
ñòâà. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî âûíóò ÷åðíûé øàð,

.
5

2

15

6
)( ==AP  Âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ èç óðíû êðàñíîãî øàðà ïðè

óñëîâèè,  ÷òî  ïåðâîíà÷àëüíî   áûë  âûíóò  ÷åðíûé  øàð,

,
14

5
)/( =ABP  òàê êàê ïîñëå èçúÿòèÿ ÷åðíîãî øàðà â óðíå îñòà-

ëîñü 14 øàðîâ è èç íèõ � 5 êðàñíûõ. Âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ èç
óðíû áåëîãî øàðà ïîñëå òîãî, êàê áûëè èçâëå÷åíû ÷åðíûé è êðàñ-

íûé øàðû, 
13

4
)/( =ABCP  (ïîñëå èçúÿòèÿ ÷åðíîãî è êðàñíîãî

øàðîâ â óðíå îñòàëîñü 13 øàðîâ è èç íèõ � 4 áåëûõ).
Òàêèì îáðàçîì,

.
91

4

13

4
  

14

5
  

5

2
)( =⋅⋅=DP

Ïðèìåð 6.10. Çàâîä èçãîòàâëèâàåò îïðåäåëåííîãî òèïà èçäå-
ëèÿ; êàæäîå èçäåëèå èìååò äåôåêò ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 = 0,1. Èçäå-
ëèå îñìàòðèâàåòñÿ îäíèì êîíòðîëåðîì; îí îáíàðóæèâàåò èìåþ-
ùèéñÿ äåôåêò ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 = 0,8, à åñëè äåôåêò íå îáíàðó-
æåí, ïðîïóñêàåò èçäåëèå â ãîòîâóþ ïðîäóêöèþ. Êðîìå òîãî,
êîíòðîëåð ìîæåò ïî îøèáêå çàáðàêîâàòü èçäåëèå, íå èìåþùåå
äåôåêòà; âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà p3 = 0,3. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëå-
äóþùèõ ñîáûòèé:

À1 � èçäåëèå áóäåò çàáðàêîâàíî, íî îøèáî÷íî;
À2 � èçäåëèå áóäåò ïðîïóùåíî â ãîòîâóþ ïðîäóêöèþ ñ äåôåê-

òîì;
À3 � èçäåëèå áóäåò çàáðàêîâàíî.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ:
Â1 � èçäåëèå èìååò äåôåêò;
Â2 � êîíòðîëåð îáíàðóæèò èìåþùèéñÿ äåôåêò;
Â3 � êîíòðîëåð çàáðàêóåò èçäåëèå, íå èìåþùåå äåôåêòà.
Ïî   óñëîâèþ   çàäà÷è   P (B1) = p1 = 0,1;   P (B2) = p2 = 0,8;

.3,0)( 331
== pBP

B  Ñîáûòèå À1 ïî ñìûñëó îçíà÷àåò: «èçäåëèå íå
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èìååò äåôåêòà è èçäåëèå áóäåò çàáðàêîâàíî êîíòðîëåðîì», ò.å.

.311 BBA ⋅=  Òîãäà

.27,03,09,0)1()()( )( )( 3131311 1
=⋅=⋅−=⋅=⋅= ppBPBPBBPAP B

Ñîáûòèå À2 ïî ñìûñëó îçíà÷àåò: «èçäåëèå èìååò äåôåêò è êîí-

òðîëåð íå îáíàðóæèò äåôåêò», ò.å. .212 BBA ⋅=  Òîãäà

,02,02,01,0)1()( )( )( 21212 =⋅=−⋅=⋅= ppBPBPAP

ò.ê. ñîáûòèÿ B  è  2B  íåçàâèñèìûå.
Ñîáûòèå À3 ïî ñìûñëó îçíà÷àåò: «èçäåëèå èìååò äåôåêò è êîí-

òðîëåð îáíàðóæèâàåò äåôåêò èëè èçäåëèå íå èìååò äåôåêòà è êîí-
òðîëåð çàáðàêóåò èçäåëèå», ò.å.

31213 BBBBA ⋅+⋅=
è

.35,03,09,08,01,0)1(

)()()( )( )( )( 

3121

312131213 1

=⋅+⋅=⋅−+⋅=

=⋅+⋅=⋅+⋅=

ppPP

BPBPBPBPBBBBPAP B

6.1.4. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè è ôîðìóëà Áàéåñà

Åñëè ñ íåêîòîðûì îïûòîì  ñâÿçàíî n èñêëþ÷àþùèõ äðóã äðó-
ãà ñîáûòèé (ãèïîòåç) Í1, Í2, � , Ín è åñëè ñîáûòèå À ìîæåò îñó-
ùåñòâèòüñÿ òîëüêî ïðè îäíîé èç ýòèõ ãèïîòåç, òî âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ À âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P (A) = P (H1) · P (A/H1) + P (H2) · P (A/H2) + � + P (Hn) · P (A/Hn).

Åñëè äî îïûòà âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç áûëè P (H1), P (H2), �,
P (Hn), òî ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïûòà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îñóùå-
ñòâèëîñü ñîáûòèå À,  âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç ìîæíî ïåðåîöåíèòü ïî
ôîðìóëå Áàéåñà:

). ..., ,2 ,1(   

)/( )(  

)/( )( 
)/( 

1

ni

HAPHP

HAPHP
AHP

n

i

ii

ii
i =

⋅

⋅
=

∑
=
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Ïðèìåð 6.11. Èìååòñÿ òðè óðíû ñ øàðàìè. Â ïåðâîé óðíå 4 áå-
ëûõ è 5 ÷åðíûõ, âî âòîðîé � 5 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ, â òðåòüåé � 6
áåëûõ øàðîâ. Íåêòî âûáèðàåò íàóãàä îäíó èç óðí è âûíèìàåò èç
íåå øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) ýòîò øàð îêàæåòñÿ áå-
ëûì; á) áåëûé øàð âûíóò èç âòîðîé óðíû.

Ðåøåíèå:
à) ïóñòü À � ñîáûòèå, îçíà÷àþùåå, ÷òî èçâëå÷åí áåëûé øàð.

Ðàññìîòðèì òðè ãèïîòåçû:

H1 � âûáðàíà ïåðâàÿ óðíà;

H2 � ,, âòîðàÿ ,,   ;

H3 � ,, òðåòüÿ ,,   .

Òàê êàê óðíà, èç êîòîðîé èçâëåêàþò øàð, âûáèðàåòñÿ íàóãàä, òî

.
3

1
)( )( )( 321 === HPHPHP

Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ À ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:

9

4
)/( 1 =HAP (âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ áåëîãî øàðà èç ïåðâîé óðíû),

9

5
)/( 2 =HAP (âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ áåëîãî øàðà èç âòîðîé óðíû),

P (A/H3) = 1 (âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ áåëîãî øàðà èç òðåòüåé óðíû).

Îòñþäà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èì:

.
3

2
2  

3

1
1  

3

1
  

9

5
  

3

1
  

9

4
  

3

1
)( =⋅=⋅+⋅+⋅=AP

á) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî áåëûé øàð èçâëå÷åí
èç âòîðîé óðíû, âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Áàéåñà:

.
18

5

3

2
9

5

3

1

)( 

)/(  )( 
)/( 22

2 =
⋅

==
AP

HAPHP
AHP
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Ïðèìåð 6.12. Ïî ëèíèè ñâÿçè ïåðåäàþòñÿ äâà ñèãíàëà À è Â

ñîîòâåòñòâåííî ñ âåðîÿòíîñòÿìè 0,72 è 0,28. Èç-çà ïîìåõ 
6

1
 ÷àñòü

À-ñèãíàëîâ èñêàæàåòñÿ è ïðèíèìàåòñÿ êàê Â-ñèãíàëû, à 
7

1
 ÷àñòü

ïåðåäàííûõ Â-ñèãíàëîâ ïðèíèìàåòñÿ êàê À-ñèãíàëû.
à) Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïðèåìíîì ïóíêòå áó-

äåò ïðèíÿò À-ñèãíàë.
á) Èçâåñòíî, ÷òî ïðèíÿò À-ñèãíàë. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî îí æå è áûë ïåðåäàí?

Ðåøåíèå:
à) ïóñòü ñîáûòèå À � íà ïðèåìíîì ïóíêòå ïîÿâèëñÿ À-ñèãíàë.

Ââåäåì ãèïîòåçû: ÍÀ � ïåðåäàí ñèãíàë À, ÍÂ � ïåðåäàí ñèãíàë Â.
Ïî óñëîâèþ P (HA) = 0,72; P (HB) = 0,28.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèíÿò À-ñèãíàë ïðè óñëîâèè, ÷òî îí
æå ïîñëàí, ðàâíà:

.
6

5

6

1
1)/( =−=AHAP

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèíÿò À-ñèãíàë ïðè óñëîâèè, ÷òî ïî-
ñëàí Â-ñèãíàë, ðàâíà:

.
7

1
)/( =BHAP

Îòñþäà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

.64,0
7

1
28,0

6

5
72,0)/( )( )/( )( )( =⋅+⋅=⋅+⋅= BBAA HAPHPHAPHPAP

á) âåðîÿòíîñòü ïðèåìà À-ñèãíàëà ïðè óñëîâèè, ÷òî îí æå áûë
ïåðåäàí, íàéäåì ïî ôîðìóëå Áàéåñà:

.
64,0

6,0

64,0
6
5

72,0

)( 

)/(  )( 
)/( =

⋅
=

⋅
=

AP

HAPHP
AHP AA

A

Ïðèìåð 6.13. Ïàññàæèð ìîæåò îáðàòèòüñÿ çà ïîëó÷åíèåì áè-
ëåòà â îäíó èç òðåõ êàññ. Âåðîÿòíîñòè îáðàùåíèÿ â êàæäóþ êàññó
çàâèñÿò îò èõ ìåñòîïîëîæåíèÿ è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî p1, p2, p3.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê ìîìåíòó ïðèõîäà ïàññàæèðà èìåþùèåñÿ
â êàññå áèëåòû áóäóò ðàñïðîäàíû, ðàâíà äëÿ ïåðâîé êàññû p4, äëÿ
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âòîðîé � p5, äëÿ òðåòüåé � p6. Ïàññàæèð íàïðàâèëñÿ çà áèëåòîì.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí ïðèîáðåòåò áèëåò?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ:
À  � ïàññàæèð ïðèîáðåòåò áèëåò;
Í1  � ïàññàæèð íàïðàâèëñÿ â ïåðâóþ êàññó;
Í2  � ïàññàæèð íàïðàâèëñÿ âî âòîðóþ êàññó;
Í3  � ïàññàæèð íàïðàâèëñÿ â òðåòüþ êàññó.

ßñíî, ÷òî ñîáûòèÿ Í1, Í2,  Í3 îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáû-
òèé è íåñîâìåñòíû (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïàññàæèð ìîæåò íàïðàâèòü-
ñÿ òîëüêî â îäíó êàññó). Ñîáûòèÿ Í1, Í2,  Í3 ÿâëÿþòñÿ ãèïîòåçà-
ìè. Ñîáûòèå À ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðî-
èçîøëà îäíà èç ãèïîòåç.

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

).1( )1( )1( 

)()( )()( )()( )( 

635241

321 321

pPpPpP

APHPAPHPAPHPAP HHH

−+−+−=

=⋅+⋅+⋅=

Ïðèìåð 6.14. Èìåþòñÿ òðè ïàðòèè äåòàëåé ïî 30 äåòàëåé â êàæ-
äîé. ×èñëî ñòàíäàðòíûõ äåòàëåé â ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ïàðòè-
ÿõ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî 20, 15, 10. Èç íàóäà÷ó âçÿòîé ïàðòèè íà-
óäà÷ó èçâëå÷åíà äåòàëü, îêàçàâøàÿñÿ ñòàíäàðòíîé. Çàòåì èç òîé
æå ïàðòèè âòîðè÷íî íàóäà÷ó èçâëåêëè äåòàëü, êîòîðàÿ òàêæå îêà-
çàëàñü ñòàíäàðòíîé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëè áûëè
èçâëå÷åíû èç òðåòüåé ïàðòèè.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç À ñîáûòèå � â êàæäîì èç äâóõ èñ-
ïûòàíèé áûëà èçâëå÷åíà ñòàíäàðòíàÿ äåòàëü.

Ìîæíî ñäåëàòü òðè ïðåäïîëîæåíèÿ (ãèïîòåçû): Í1 � äåòàëè
èçâëåêàëèñü èç ïåðâîé ïàðòèè; Í2 � äåòàëè èçâëåêàëèñü èç âòî-
ðîé ïàðòèè; Í3 � äåòàëè èçâëåêàëèñü èç òðåòüåé ïàðòèè.

Òàê êàê äåòàëè èçâëåêàëèñü èç íàóäà÷ó âçÿòîé ïàðòèè, òî âå-
ðîÿòíîñòè ãèïîòåç îäèíàêîâû:

.
3

1
)( )( )( 321 === HPHPHP

Íàéäåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ),(
1

APH  ò.å. âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èç ïåðâîé ïàðòèè áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëå÷åíû äâå ñòàí-
äàðòíûå äåòàëè:

 
87

38
 

29

19
  

30

20
)( .

1
=⋅=APH
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Íàéäåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ),(
2

APH   ò.å. âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èç âòîðîé ïàðòèè áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëå÷åíû (áåç âîç-
âðàùåíèÿ) äâå ñòàíäàðòíûå äåòàëè:

 
29

7
 

29

14
  

30

15
)( .

2
=⋅=APH

Íàéäåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ),(
3

APH   ò.å. âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èç òðåòüåé ïàðòèè áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëå÷åíû äâå ñòàí-
äàðòíûå äåòàëè:
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Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáå èçâëå÷åííûå ñòàíäàðòíûå
äåòàëè âçÿòû èç òðåòüåé ïàðòèè, ïî ôîðìóëå Áåéåñà ðàâíà:
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6.2. Ñõåìà ïîâòîðíûõ èñïûòàíèé

6.2.1. Ôîðìóëà Áåðíóëëè

Åñëè ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ îïðåäåëåííûé îïûò ïîâòî-
ðÿåòñÿ n ðàç è åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ À
â êàæäîì îïûòå ðàâíà p, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå À â
ñåðèè èç n îïûòîâ ïðîèçîéäåò ðîâíî k ðàç, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå
Áåðíóëëè:

.�1  ãäå  ,)( pqknkk
nn qpCkP =−= (1)

Ñî÷åòàíèÿ èç n ïî k íàõîäÿò ïî ôîðìóëå

,
! )( ! 

!

knk

n
C k

n −
=  ãäå n! = Pn = 1 · 2 · 3 · � · n.
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×èñëî k0 ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ À â ñåðèè èç n îïûòîâ, âåðîÿò-
íîñòü êîòîðîãî íàèáîëüøàÿ, íàçûâàåòñÿ íàèâåðîÿòíåéøèì ÷èñ-
ëîì íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ À â n îïûòàõ. Ýòî ÷èñëî íàõîäÿò ïî
ôîðìóëå

k0 = [np + p]. (2)

Ñèìâîë [�] îçíà÷àåò çäåñü öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.
Åñëè ÷èñëî np + p � öåëîå, òî íàèâåðîÿòíåéøèì áóäåò òàêæå è

÷èñëî k0 � 1 ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ Pn (k0).

Ïðèìåð 6.15. Ñðåäè äåòàëåé, îáðàáàòûâàåìûõ ðàáî÷èì, áûâà-
åò â ñðåäíåì 4% íåñòàíäàðòíûõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðå-
äè âçÿòûõ íà èñïûòàíèå 30 äåòàëåé äâå äåòàëè áóäóò íåñòàíäàðò-
íûìè. Êàêîâî íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé â
ðàññìàòðèâàåìîé âûáîðêå èç 30 äåòàëåé è êàêîâà åãî âåðîÿòíîñòü?

Ðåøåíèå. Çäåñü îïûò çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå êàæäîé èç 30 äå-
òàëåé íà êà÷åñòâî. Ñîáûòèå À � ïîÿâëåíèå íåñòàíäàðòíîé äåòàëè;
åãî âåðîÿòíîñòü Ð = 0,04, òîãäà q = 0,96. Îòñþäà ïî ôîðìóëå Áåð-
íóëëè íàõîäèì:

.202,0)96,0()04,0()2( 2822
3030 ≈= CP

Íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé â äàííîé âû-
áîðêå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (2):

k0 = [30 · 0,04 + 0,04] = [1,24] = 1,

a åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà

.305,0)96,0(04,0)1( 2911
3030 ≈⋅⋅= CP

Ïðèìåð 6.16. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè îäíîì âûñò-
ðåëå ðàâíà 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåðèè èç ÷åòûðåõ
âûñòðåëîâ áóäåò: à) õîòÿ áû îäíî ïîïàäàíèå; á) íå ìåíåå òðåõ ïî-
ïàäàíèé; â) íå áîëåå îäíîãî ïîïàäàíèÿ.

Ðåøåíèå. Çäåñü n = 4, p = 0,8, q = 0,2. a) Íàéäåì âåðîÿòíîñòü
ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ � â ñåðèè èç ÷åòûðåõ âûñòðåëîâ íåò
íè îäíîãî ïîïàäàíèÿ â öåëü:

.0016,02,0)0( 4400
44 === qpCP
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Îòñþäà íàõîäèì âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ïîïàäàíèÿ â öåëü:

.9984,00016,01)1(4 =−=≥kP

á) Ñîáûòèå Â, çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî â ñåðèè èç ÷åòûðåõ
âûñòðåëîâ ïðîèçîøëî íå ìåíåå òðåõ ïîïàäàíèé â öåëü, îçíà÷àåò,
÷òî áûëî ëèáî òðè ïîïàäàíèÿ (ñîáûòèå Ñ), ëèáî ÷åòûðå (ñîáûòèå
D), ò.å. Â = Ñ + D. Îòñþäà P (B) = P (C) + P (D); ñëåäîâàòåëüíî,

.8192,08,02,08,04

)4( )3( )3( 
43

044
4

133
4444

=+⋅⋅=

=+=+=≥ qpCqpCPPkP

â) Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü íå
áîëåå îäíîãî ðàçà:

.2576,02,08,040016,0

0016,0)1( )0( )1( 
3

311
4444

=⋅⋅+=

=+=+=≤ qpCPPkP

6.2.2. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ëàïëàñà

Åñëè âåðîÿòíîñòü p  ïîÿâëåíèÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ À ïîñòî-
ÿííà  â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ è îòëè÷íà îò 0 è 1, òî âåðîÿò-
íîñòü Pmn òîãî, ÷òî â ýòèõ èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå À íàñòóïèò m ðàç
ïðè n → ∞, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

,1
)( 

 
 lim =

∞→ x

Pnpq mn

n ϕ

ãäå ,2

2

2

1
)( 

x

ex
−

⋅=
π

ϕ  à .
npq

npm
x

−=

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñè-
òåëüíî p, åñëè n äîñòàòî÷íî áîëüøîå, èìååò ìåñòî ïðèáëèæåííîå
ðàâåíñòâî:

.
)( 

npq

x
Pmn

ϕ≈ (3)

Ïðèìåð 6.17. Âåðîÿòíîñòü èçãîòîâëåíèÿ äåòàëè âûñøåãî ñîð-
òà íà äàííîì ñòàíêå ðàâíà 0,4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè
íàóäà÷ó âçÿòûõ 26 äåòàëåé ïîëîâèíà îêàæåòñÿ âûñøåãî ñîðòà.
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Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü P13,26. Çíàÿ òåîðåìó
Ëàïëàñà, íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèì ïî ñëåäóþùåé
ñõåìå:

;04,1
50,2

60,2

;6,24,1013;13
;50,224,6;26

;24,66,04,10;6,04,01
;4,104,026;4,0

==−=

=−=−=
===

=⋅==−=
=⋅==

npq

npm
x

npmm

npqn

npqq
npp

ϕ (x) = ϕ (1,04) = 0,2323;

.093,0
50,2

2323,0)( ==≈
npq

x
Pmn

ϕ

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ (x) íàõîäèì ïî òàáëèöå.

6.2.3. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ëàïëàñà

Åñëè âåðîÿòíîñòü p íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ À â êàæäîì èç n íå-
çàâèñèìûõ èñïûòàíèé ïîñòîÿííà è îòëè÷íà îò 0 è 1, òî âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî m � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ À ïðè n èñïûòàíè-

ÿõ � çàêëþ÷åíî ìåæäó npqnpa α+=  è npqnpb β+=  (a < b),
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

,1
)]( )( [ 

2
1

)( 
 lim =

Φ−Φ

<<
∞→ αβ

bmaP

n (4)

ãäå dtex

x
t

∫ −
=Φ

0

2

2

  
2

2
)( 

π
 � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, à 

npq

npa −=α  è

npq

npb −=β  (q = 1 � p). Îòñþäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n  ñëåäóåò

ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

.
2

)( )( 
)( 

αβ Φ−Φ≈<< bmaP (5)



302

Åñëè â ñîîòíîøåíèè (4) ïîëîæèòü  
pq

nεα −=   è  ,
pq

nεβ =

òî ïîëó÷èì

,1
 

)( 
 lim =











Φ

+<<−
∞→

pq

n

nnpmnnpP

n

ε

εε

(6)

îòêóäà  1      lim =





<−

∞→
εp

n

m
P

n
  (òåîðåìà  Áåðíóëëè),  òàê  êàê

1  lim =









Φ

∞→ pq

n

n
ε    è   =





 <−<−=+<<− εεεε p

n

m
PnnpmnnpP  )( 

.    





<−= εp

n

m
P

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èç ôîðìóëû (6) ñëåäóåò ïðèáëè-
æåííîå ðàâåíñòâî:











Φ≈





<−

pq

n
p

n

m
P εε       (7)

èëè

. ) |  | ( 









Φ≈<−

npq
npmP

εε (8)

Ïðèìåð 6.18. Ïðè óñòàíîâèâøåìñÿ òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå
ôàáðèêà âûïóñêàåò â ñðåäíåì 70% ïðîäóêöèè ïåðâîãî ñîðòà. ×åìó
ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïàðòèè èç 1000 èçäåëèé ÷èñëî ïåð-
âîñîðòíûõ çàêëþ÷åíî ìåæäó 652 è 760?

Ðåøåíèå. Èçâåñòíû ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé n = 1000 è
âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ â îòäåëüíîì èñïûòàíèè p = 0,7.
Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ
çàêëþ÷åíî ìåæäó a = 652 è b = 760. Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü íàõî-
äèì ïî ôîðìóëå (5)

.)]( )( [ 
2

1
 )( αβ Φ−Φ≈<< bmaP
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Ðàñ÷åò α è β  ïðîèçâîäèì ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

.

;

;

;

;48700652

;

1,99810)( �)( 

0,99813�(�3,31) )( 

0,99997(4,14) )( 

14,4
491,14

60

60700760

31,3
491,14

48

491,14210

;2103,0700)7,01(700

;70010007,0

=ΦΦ
=Φ=Φ

=Φ=Φ

==−=

=−=−

−=−=−=

==

=⋅=−⋅=

=⋅=

−=−=−

αβ
α
β

β

α

npq

npb

npb

npq

npa

npq

npq

np

npa

Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïðèáëèæåííî ðàâíà:

.99905,0
2

99810,1

2

)( )( ==Φ−Φ αβ

Ïðèìåð 6.19. Áþôôîí áðîñèë ìîíåòó 4040 ðàç, ïðè÷åì ãåðá
âûïàë 2048 ðàç. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ïîëó÷åííîå îòêëîíåíèå ÷èñëà
ïîÿâëåíèé ãåðáà îò 2020 ñëó÷àéíûì èëè æå îíî îáóñëîâëåíî ñèñ-
òåìàòè÷åñêîé ïðè÷èíîé?

Ðåøåíèå. Ðàñõîæäåíèå ýìïèðè÷åñêîé ÷àñòîòû Áþôôîíà îò òå-
îðåòè÷åñêîé ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûì, åñëè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ïðè 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû îòêëîíåíèå ÷èñëà âûïàäåíèé ãåð-
áà îò 2020 ðàâíî èëè áîëüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì ó Áþô-
ôîíà, äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ. Ïóñòü m � ÷èñëî âûïàäåíèé ãåðáà
ïðè 4040 áðîñàíèÿõ ìîíåòû. Íàõîäèì âåðîÿòíîñòü:

P ( | m � 2020 | < 28),

ãäå 28 = | 2048 � 2020 |;

.   ) || ( 









Φ≈<−

npq
npmP

εε

–
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Â äàííîì ñëó÷àå p = 0,5, q = 0,5, n = 4040, ε  = 28. Îòñþäà

;;

;;

881,0
78,31

28
10105,02020

78,31101020205,04040

===⋅=

===⋅=

npq
npq

npqnp

ε

P ( | m � 2020 | < 28) ≈ Φ (0,881) = 0,6217.

Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ, ò.å. òîãî,
÷òî | m � 2020 | ≥ 28, ðàâíà 1 � 0,6217 = 0,3783. Òàê êàê ýòà âåðîÿò-
íîñòü äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ, òî ðåçóëüòàò Áþôôîíà ìîæíî ñ÷èòàòü
îáóñëîâëåííûì ñëó÷àéíûìè ïðè÷èíàìè.

Ïðèìåð 6.20. Ïîñàæåíî 600  ñåìÿí êóêóðóçû ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,9 ïðîðàñòàíèÿ äëÿ êàæäîãî ñåìåíè. Íàéòè ãðàíèöó àáñîëþòíîé
âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ ÷àñòîñòè âçîøåäøèõ ñåìÿí îò âåðîÿòíîñòè
p = 0,9, åñëè ýòà ãðàíèöà äîëæíà áûòü ãàðàíòèðîâàíà ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ P = 0,995.

Ðåøåíèå. Ìû çíàåì, ÷òî åñëè n � ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èñïûòà-
íèé è p � âåðîÿòíîñòü  íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ â îòäåëüíîì èñïû-
òàíèè, òî ïðè ëþáîì ε  > 0 èìååò ìåñòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

,       









Φ≈





<−

pq

n
p

n

m
P εε

ãäå   q = 1 � p.   Â íàøåì ñëó÷àå   n = 600,   p = 0,9 ,   q = 1 � 0,9 = 0,1,
P = 0,995, ε � ? Ïî ôîðìóëå (7):

.  995,0
1,09,0

600
  èëè  

1,09,0

600
   9,0    =











⋅
Φ











⋅
Φ≈





<− εεε

n

m
P

Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé, ðåøàåì óðàâíåíèå Φ (t) = 0,995; t = 2,81.

Îòñþäà 81,2 
0,10,9

600
 =

⋅
ε  è, ñëåäîâàòåëüíî,

.034,0
610

3,081,2

1006

0,09
  81,2 =⋅=

⋅
=ε
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Ïðèìåð 6.21. Ñ êîíâåéåðà ñõîäèò â ñðåäíåì 85% èçäåëèé ïåð-
âîãî ñîðòà. Ñêîëüêî èçäåëèé íåîáõîäèìî âçÿòü, ÷òîáû ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 0,997 îòêëîíåíèå ÷àñòîñòè èçäåëèé ïåðâîãî ñîðòà â íèõ îò
0,85 ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäèëî 0,01?

Ðåøåíèå. Çäåñü  p = 0,85, q = 1 � 0,85 = 0,15, ε = 0,01, P = 0,997,

n � ? Òàê êàê â ðàâåíñòâå         









Φ≈





<−

pq

n
p

n

m
P εε  èçâåñòíà

âåðîÿòíîñòü P, ñòîÿùàÿ ñëåâà, òî ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå Φ (t) = P.

Ïóñòü tP � êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà , Pt
pq

n ≈ε  22
Pt

pq

n ≈ε

è, ñëåäîâàòåëüíî, .
2

2

ε
Ppqt

n ≈  Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ t0,997 = 3, ïîýòîìó

.11475
0001,0

1475,1

)01,0(

315,085,0
2

2

==⋅⋅≈n

 6.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ÑÂ) � ýòî ïåðåìåííàÿ, ïðèíèìàþùàÿ â
êàæäîì êîíêðåòíîì èñïûòàíèè êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå,
êîòîðîå ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò îïûòà ê îïûòó.

Ïðèìåðû: êîëè÷åñòâî êëèåíòîâ, ïîñåòèâøèõ ïàðèêìàõåðñêóþ
çà äåíü; ìåñÿ÷íàÿ ïðèáûëü àòåëüå; âðåìÿ ïðîÿâëåíèÿ ôîòîïëåíêè.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþò ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé â
ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòàõ (èñïûòàíèÿõ). Ñóùåñòâóåò äâà âèäà ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí: äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå.

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � ýòî ïåðåìåííûå, ïðèíè-
ìàþùèå òîëüêî îòäåëåííûå äðóã îò äðóãà ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ (êî-
òîðûå ìîæíî çàðàíåå ïåðå÷èñëèòü).

Ïðèìåðû: îöåíêè â çà÷åòíîé êíèæêå (3, 4, 5); êîëè÷åñòâî ñòó-
äåíòîâ íà ýêçàìåíå.

Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ èç çàìêíóòîãî èëè îòêðûòîãî èíòåðâàëà. Íàïðèìåð, ðàç-
ìåðû îäíîé è òîé æå äåòàëè, îïðåäåëÿåìûå ðàçíûìè ëþäüìè èëè
ñ ïðèìåíåíèåì ðàçíûõ èíñòðóìåíòîâ, ðàçëè÷íû.

Âîçìîæíû êîìáèíèðîâàííûå (äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûå) ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå íà îäíèõ èíòåðâàëàõ ÿâëÿþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè, à íà äðóãèõ � äèñêðåòíûìè.
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6.3.1. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ

Çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé  äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü âñå
âåðîÿòíîñòè êàæäîãî çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû. Äëÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ëþáîãî âèäà � ýòî ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå íàõîäèòü âå-
ðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû â ëþáîì çàäàííîì èíòåðâà-
ëå åå çíà÷åíèé. Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàþòñÿ â àíàëèòè÷åñ-
êîé, ãðàôè÷åñêîé èëè òàáëè÷íîé ôîðìå. Îáû÷íî äëÿ ýòîãî èñ-
ïîëüçóþòñÿ:

à) ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ (ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ);
á) èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ;
â) äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ýòî òàáëèöà, â êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû âñå

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÑÂ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðîÿòíîñòè. Îí
ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé õàðàêòåðèñòèêîé  äèñêðåòíîé ÑÂ.

Ó íåïðåðûâíûõ ÑÂ ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó
îí íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ. Ïðè-
ìåð  ðÿäà  ðàñïðåäåëåíèÿ  èëëþñòðèðóåòñÿ  òàáë.  1,  ãäå  ïðåäñòàâ-
ëåíî (â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ) ïÿòü çíà÷åíèé äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû Õ. Ïðè ýòîì ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé âñåãäà ðàâíà
åäèíèöå.

Ò à á ë è ö à  1

x
i

�3 0 1 3 4

P
i

0,3 0,2 0,1 0,3 0,1

Èíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ  íàçûâàþò ôóíêöèþ
F (x), îïðåäåëÿþùóþ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ õ âåðîÿòíîñòü  òîãî,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ ïðèìåò çíà÷åíèå, ìåíüøåå õ, ò.å.

F (x) = P (X < x),

ãäå õ � íåêîòîðàÿ òåêóùàÿ ïåðåìåííàÿ.
Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ � ñàìàÿ óíèâåðñàëüíàÿ

õàðàêòåðèñòèêà ÑÂ. Îíà ñóùåñòâóåò è äëÿ äèñêðåòíûõ è äëÿ íå-
ïðåðûâíûõ ÑÂ, ïîëíîñòüþ è îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóÿ èõ ñ âåðî-
ÿòíîñòíîé  òî÷êè çðåíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôîðì çàêîíà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. ×àñòî ñëîâî «èíòåãðàëüíàÿ» îïóñêàåòñÿ.
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Íà ðèñ. 72 ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, çàäàííîé òàáë. 1.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:

1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàê-
ëþ÷åííàÿ ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé: 0 ≤ F (x) ≤ 1, ãäå íà ãðàíèöàõ
èíòåðâàëà: F (x = �∞) = 0 è F (x = +∞) = 1.

2. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÑÂ â èíòåðâàëå îò α äî β, ðàâíà ðàç-
íîñòè çíà÷åíèé èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà êîíöàõ
èíòåðâàëà, ò.å.

P (α < x < β ) = F (β ) � F (α).

3. Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî
àðãóìåíòà, ò.å. åñëè x2 > x1, òî F (x2) ≥ F (x1).

4. Â îòäåëüíûõ òî÷êàõ F (x) ìîæåò èìåòü ðàçðûâ. Â ýòèõ òî÷-
êàõ âåëè÷èíà ñêà÷êà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà âåðîÿòíîñòè
ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ýòîé òî÷êå:

P (X = x) = F (x + 0) � F (x).

Ðèñ. 72. Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. òàáë. 1)

x
I
 = �3 x

2
 = 0 x

3
 = 1 x

4
 = 3  x

5
 = 4   x

F (x)

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

p
5
 = 0,1

p
4
 = 0,3

p
3
 = 0,1

p
2
 = 0,2

p
1
 = 0,3

}

{
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5. Ãðàôèê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ÑÂ èìååò ñòó-
ïåí÷àòûé âèä (ðèñ. 72), à íåïðåðûâíîé � íåïðåðûâíóþ ëèíèþ
(ðèñ. 73).

Ïëîòíîñòüþ (äèôôåðåíöèàëüíîé ôóíêöèåé) ðàñïðåäåëåíèÿ
íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ åå
èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè: f (x) = F′ (x).

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

1. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíà: f (x) ≥ 0.

2. Èíòåãðàë îò f (x) â ïðåäåëàõ îò �∞ äî õ* ðàâåí èíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

∫
∞

<<∞=<==
*

�

.*)(� *)( *)(  )( 
x

xXPxXPxFdxxf

Ýòîò èíòåãðàë ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè ôèãóðû, ëåæàùåé ëå-
âåå òî÷êè õ* è çàêëþ÷åííîé ìåæäó êðèâîé ïëîòíîñòè è îñüþ àáñ-
öèññ (ðèñ. 74).

Ðèñ. 73. Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

�2  �1 0 1 2 3 4 õ

F (x)

1,0







≥
<≤−

−<
=

4 ïðè1
42 ïðè)(

2 ïðè0
)(

x
xxy

x
xF
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Ðèñ. 75. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
â èíòåðâàëå îò α äî β

0 α   β x

F (x)

S = P(α  < x < β )

3. Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîé ôóíêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â çàäàííûé èíòåð-
âàë îò α äî β, êîòîðàÿ ðàâíà

∫=<<
β

α

βα , )( )( dxxfXP

ò.å. âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ  â çàäàííûé
èíòåðâàë (α; β ) ðàâíà îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó îò ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, âçÿòîìó â ïðåäåëàõ îò α äî β (ñì. ðèñ. 75).

Ðèñ. 74. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
F (x*) = P (X < x*)

0 x* x

F (x)

S = F(x*)
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4. Èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ â áåñêîíå÷íûõ ïðå-
äåëàõ ðàâåí åäèíèöå:

.10�1  )(� )(  )( ==∞−∞=∫
∞

∞

FFdxxf

Ïðèìåð 6.22. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ çàäàíà èíòåãðàëüíîé ôóí-
êöèåé:

  

2   ïðè1 

20   ïðè
2

,0  ïðè0

)( 

.

,










>

≤≤

<

=

x

x
x

x

xF

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå  èñïûòàíèÿ Õ ïðè-
ìåò çíà÷åíèå, ïðèíàäëåæàùåå èíòåðâàëó (0; 1).

Ðåøåíèå. Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà ïðèðàùåíèþ èíòåãðàëü-
íîé ôóíêöèè íà çàäàííîì èíòåðâàëå:

P (0 < X < 1) = F (1) � F (0).

Òàê êàê íà èíòåðâàëå (0; 1) ïî óñëîâèþ ,
2

)( 
x

xF =  òî

.
2

1
  

2

0
  

2

1
)0( �)1( =−=FF

Èòàê,

.
2

1
)10( =<< XP

6.3.2. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ì (Õ) è äèñïåðñèÿ D (X) � íàèáî-
ëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåìûå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îíè
õàðàêòåðèçóþò íàèáîëåå âàæíûå ÷åðòû ðàñïðåäåëåíèÿ: åãî ïîëî-
æåíèå è ñòåïåíü ðàçáðîñàííîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì íàçûâàåòñÿ:
à) äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ñóììà âñåõ ïðîèçâå-

äåíèé åå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íà èõ âåðîÿòíîñòè:

∑∑ ⋅=⋅=
i

ii

i

ii pxxpxXM ;)( )(
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á) äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

∫
∞

∞−

⋅⋅= .)( )( dxxfxXM

Çäåñü f (x) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (ÌÎ):

1. ÌÎ ïîñòîÿííîé ðàâíî åé ñàìîé:

Ì (Ñ) = Ñ.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ÌÎ:

Ì (K · X) = K · Ì (X).

3. ÌÎ ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèåé
îäíîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ À, ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé ýòèõ ÑÂ:

Ì (X ± Y) = Ì (X) ± Ì (Y).

4. ÌÎ ïðîèçâåäåíèÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ÌÎ:

Ì (X · Y) = Ì (X) · Ì (Y).

5. Ñâîéñòâà 3 è 4 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå ÷èñëî ñëà-
ãàåìûõ èëè ñîìíîæèòåëåé.

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êîå îæèäàíèå êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ ÑÂ îò åå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ:

à) äëÿ äèñêðåòíîé ÑÂ:

∑ ⋅−=
i

ii pXMxXD ;2))(( )( 

á) äëÿ íåïðåðûâíîé ÑÂ:

. )())(( )( 2∫
∞

∞−

⋅−= dxxfXMxXD

Äèñïåðñèÿ ðàâíà ðàçíîñòè ìåæäó ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
êâàäðàòà ÑÂ Õ è êâàäðàòîì åå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ò.å.

D (X) = Ì (X 2) � [Ì (X)]2.
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Ñâîéñòâà äèñïåðñèè:

1. Äèñïåðñèÿ ïîñòîÿííîé ðàâíà íóëþ:

D (C) = Ì (C 2) � [Ì (C)]2 = C2 � (C)2 = 0.

2. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèò çà çíàê äèñïåðñèè,
âîçâîäÿ åãî â êâàäðàò:

D (K · X) = K 2 · D (X).

3. Äèñïåðñèÿ ñóììû èëè ðàçíîñòè äâóõ íåçàâèñèìûõ ÑÂ ðàâíà
ñóììå èõ äèñïåðñèé:

D (X ± Y ) = D (X) + D (Y).

4. Äèñïåðñèÿ ñóììû ÑÂ ñ ïîñòîÿííîé ðàâíà äèñïåðñèè ÑÂ:

D (X + C ) = D (X) + D (C) = D (X) + 0 = D (X).

5. Ñâîéñòâà 3 è 4 ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà ëþáîå ÷èñëî ñëà-
ãàåìûõ.

Êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàä-
ðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

.)( )( XDX =σ

Èñïîëüçîâàíèå σ (Õ) ïîëåçíî áëàãîäàðÿ îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòè åãî ñ ðàçìåðíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

6.3.3. Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Äèñêðåòíàÿ ÑÂ ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

x 1 2 3 � n �

p P (1) P (2) P (3) � P (n) �

ãäå   P (n) = P · qn�1,   q = 1 � P,   0 < P < 1,  P � ïîñòîÿííîå ÷èñëî,
èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè Õ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

,1
)(

p
XM =   ,

2
)(

p

q
XD =  .)(

p

q
X =σ
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Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî,  0 < p < 1,  q = 1 � p.
Äèñêðåòíàÿ  ÑÂ ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

x 0 1 2 � k � n ...

p p (0) p (1) p (2) � p (k) � p (n) ...

ãäå ,)( knkk
n qpCkP −⋅⋅=  èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè Õ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ïîÿâëåíèé íåêî-
òîðîãî ñîáûòèÿ A â n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ (p = p (A) � âåðî-
ÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ À â îäíîì èñïûòàíèè), òî Õ èìååò
áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Åñëè ÑÂ Õ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

M (X) = n · p,  D (X) = n · p · q,  .)( qpnX ⋅⋅=σ

 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåò-
íîé ÑÂ, âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
Ïóàññîíà:

, 
! 

)( λλ −= e
m

mP
m

n

ãäå λ = n · p � ñðåäíåå ÷èñëî ïîÿâëåíèé ñîáûòèÿ.
Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

M (X) = λ   è   D (X) = λ.

Ýòî ñâîéñòâî ïðèìåíÿþò íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè âîïðîñà:
ïðàâäîïîäîáíà ëè ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ ðàñ-
ïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà?

Ïðèìåð 6.23. Âåðîÿòíîñòü ñäàòü çàêàç â àòåëüå ðàâíà p < 1,0.
Íàñòîé÷èâûé êëèåíò îáõîäèò âñå èìåþùèåñÿ â ãîðîäå àòåëüå, ïîêà
íå äîáüåòñÿ óñïåõà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî åìó ýòî óäàñòñÿ íå
ðàíüøå, ÷åì ñ òðåòüåãî ðàçà, åñëè ïî ñòàòèñòèêå ñðåäíåå ÷èñëî ïî-
ïûòîê ðàâíî 5.
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Ðåøåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ïî ãåîìåòðè÷åñ-

êîìó  çàêîíó.  Ïîýòîìó   Ì (Õ) = 5 = 
p

1
,   îòñþäà   ð = 0,2.   Íàéäåì

P (1) = ð · q1�1 = 0,2 è P (2) = ð · q2�1 = 0,2 · 0,8 = 0,16 � âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî êëèåíò äîáüåòñÿ óñïåõà ñ ïåðâîãî è ñî âòîðîãî ðàçà ñî-
îòâåòñòâåííî.

Ñîáûòèÿ, ÷òî êëèåíò äîáüåòñÿ óñïåõà íå ðàíüøå, ÷åì ñ òðåòüå-
ãî  ðàçà  èëè  ñ  ïåðâîãî,  èëè  ñî  âòîðîãî  ðàçà,  îáðàçóþò  ïîëíóþ
ãðóïïó ñîáûòèé, ò.å. P (m ≥ 3) + [P (m = 1) + P (m = 2)] = 1. Îòñþäà
P (m ≥ 3) = 1 � [P (1) + P (2)] = 1 � (0,2 + 0,16) = 0,64.

Ïðèìåð 6.24. Íà àáîíåìåíòíîå îáñëóæèâàíèå ïîñòàâëåíî 5 òå-
ëåâèçîðîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ãðóïïû èç ïÿòè òåëåâèçîðîâ ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îòêàçàâøèõ çà ãîä ðàâíî åäèíèöå. Åñëè
òåëåâèçîðû èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû,
òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî çà ãîä ïîòðåáóåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðåìîíò?

Ðåøåíèå.  Ñëó÷àéíàÿ  âåëè÷èíà  ðàñïðåäåëåíà  ïî  áèíîìèàëü-
íîìó   çàêîíó,   òàê   êàê   èñïûòàíèÿ   íåçàâèñèìû   è   âåðîÿòíîñòü
P (À) = const. Ïîñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îòêà-
çàâøèõ òåëåâèçîðîâ ðàâíî åäèíèöå, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ãîäíûõ ðàâíî:

.415)(�)( =−==
AA XMnXM

Ïàðàìåòð Ð îïðåäåëÿåòñÿ  èç ôîðìóëû ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-

äàíèÿ, Ì (Õ) = n · p, ò.å. Ð = 
5

4
 = 0,8. «Ïîòðåáóåòñÿ õîòÿ áû îäèí

ðåìîíò» ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè Ð5 (n < 5), ãäå n � ÷èñëî ãîä-
íûõ òåëåâèçîðîâ. Òîãäà èç àíàëèçà ïîëíîé ãðóïïû ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí Ð5 (n < 5) = 1 � Ð5 (n = 5). Ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ãîäíîñòè
âñåõ òåëåâèçîðîâ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè:

.8,0)5  ,5( 555555
5 ==⋅⋅=== − pqpCmnP

Âåðîÿòíîñòü èñêîìîãî ñîáûòèÿ ðàâíà:

Ðn=5 (m > 5) = 1 � 0,85 = 0,67.

Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è äðóãèì ñïîñîáîì. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü
ðåìîíòà ëþáîãî òåëåâèçîðà q = 0,2, à âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé
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ðàáîòû Ð = 0,8, òî âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ðåìîíòà èç ïÿòè
òåëåâèçîðîâ ðàâíà:

Ð (À) = 1 � p5 = 1 � 0,85 = 0,67.

Ïðèìåð 6.25. Ïðèåìùèöà çà îäèí ÷àñ ïðèíèìàåò â ñðåäíåì äâå
çàÿâêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîñòåéøèé ïîòîê çàÿâîê. ×åìó ðàâíà
âåðîÿòíîñòü ïîñòóïëåíèÿ ÷åòûðåõ çàÿâîê çà ÷åòûðå ÷àñà?

Ðåøåíèå. Äëÿ ïðîñòåéøåãî ïîòîêà ñîáûòèé ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà, êîòîðîå áóäåò èìåòü âèä:

, 
! 

) (
 )(  t

m

n e
m

t
mP λλ −=

ãäå ïî óñëîâèþ λ = 2; t = 4 è òîãäà λ t = 8, à m � ÷èñëî çàÿâîê.
Âåðîÿòíîñòü  ïîÿâëåíèÿ  íå  ìåíåå  ÷åòûðåõ  ñîáûòèé  ðàññìîò-

ðèì êàê:

.9576,00424,01
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3281 1
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6.3.4. Íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

6.3.4.1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, åñëè
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà èíòåð-
âàëå, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, ò.å. f (x) = C íà (à; b) è f (x) = 0 ïðè âñåõ îñòàëüíûõ
çíà÷åíèÿõ õ.

Èç óñëîâèÿ ∫
∞

∞−

=1 )(  dxxf  èìååì ∫ =⋅
b

a

dxC 1  èëè Ñ (b � a) = 1,

îòñþäà .
)(

1

ab
C

−
=
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Òîãäà çàêîí ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàïèøåì â âèäå:










>

≤<
−

≤

=

.ïðè0

,ïðè
1

,ïðè0

)(

bx

bxa
ab

ax

xf

Ãðàôèê ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 76.

Íàéäåì èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ:

.       
1

      0  )(  )( 
ab

ax

ab

x
dx

ab
dxCdxdxxfxF x

a

x

a

x

a

ax

−
−=

−
=

−
=⋅+⋅== ∫∫∫∫

∞−∞−

Åå ãðàôèê ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 77.

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

.
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2
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2ab
XD
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XM

−=+=

Ðèñ. 77

x

F(x)

0         a             x    b
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f (x)
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Ïðèìåð 6.26. Ìàñòåð, îñóùåñòâëÿþùèé ðåìîíò íà äîìó, ìî-
æåò ïîÿâèòüñÿ â ëþáîå âðåìÿ ñ 10 äî 18 ÷àñîâ. Êëèåíò, ïðîæäàâ äî
14 ÷àñîâ, îòëó÷èëñÿ íà îäèí ÷àñ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ìàñòåð
(ïðèõîä åãî îáÿçàòåëåí) íå çàñòàíåò åãî äîìà?

Ðåøåíèå. Èç àíàëèçà ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ïðèíèìàåì ðàâíî-
ìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âðåìåíè ïðèõîäà ìàñòå-
ðà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö èíòåðâàëà âðåìåíè ó÷òåì, ÷òî ðàç äî
14 ÷àñîâ ìàñòåð íå ïðèøåë, òî äî 18 ÷àñîâ îí ïðèäåò îáÿçàòåëüíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, a = 14 è b = 18, à èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ:

.
1418

14
)( 

−
−=

−
−= x

ab

ax
xF

Òîãäà âåðîÿòíîñòü åãî ïîÿâëåíèÿ â ìîìåíò îòñóòñòâèÿ êëèåí-
òà (ñ 14 äî 15 ÷àñîâ) ðàâíà:

.
4

1

1418

1414
  

1418

1415
)14( )15( )1514( =

−
−−

−
−=−=<< FFXP

6.3.4.2. Ýêñïîíåíöèàëüíîå (ïîêàçàòåëüíîå)
ðàñïðåäåëåíèå

Ïîêàçàòåëüíûì (ýêñïîíåíöèàëüíûì) íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèå âåðîÿòíîñòåé, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôóí-
êöèåé:





≥
<= − ,0 ïðè

0 ïðè0
)(  xe

x
xf xλλ

ãäå λ � ïîñòîÿííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Íàéäåì èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ:
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=⋅=⋅=⋅+⋅= ∫∫∫

ãäå λ = const.
Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò íóëÿ

äî õ*, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáûòèþ «ïîÿâëåíèå îòêàçà ïîñëå t = õ*»:

.)1(1*)( 1*)( 1*)(  * tx eexFxXPxXP
λλ −− =−−=−=<<−∞−=>
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Ïðèìåð 6.27. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè èíòåãðàëüíîé è äèôôåðåí-
öèàëüíîé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàêîíà
ñ ïàðàìåòðîì λ = 0,7, äëÿ êîòîðîãî:
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Ãðàôèêè ýòèõ ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 78.

Ðèñ. 78
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Ïðèìåð 6.28. Ðàäèîñèñòåìà, èìåþùàÿ 1000 ýëåìåíòîâ (ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ îòêàçîâ λi = 10�6 îòê / ÷), ïðîøëà èñïûòàíèå è ïðè-
íÿòà çàêàç÷èêîì. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé
ðàáîòû ñèñòåìû â èíòåðâàëå t1 < (t = t1 + ∆ t) < t2, ãäå ∆t = 1000 ÷.

Ðåøåíèå. Èíòåíñèâíîñòü îòêàçà ñèñòåìû èç n = 1000 íåðåçåð-
âèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò λi = 10�6 îòê / ÷,
ðàâíà λs = n · λi = 10�3 îòê / ÷. Ïðè òàêèõ èñõîäíûõ äàííûõ âåðîÿò-
íîñòü îòêàçà ñèñòåìû çà âðåìÿ t = 1000 ÷ ðàâíà:

.37,0)( 1100010 3
====> −⋅−− −

eeetXP tλ

Ïðèìåð 6.29. Õîëîäèëüíèê èìååò ïîñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü
îòêàçà ðàâíóþ λ = 10�5 îòê / ÷. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí îòêà-
æåò ïîñëå ãàðàíòèéíîãî ñðîêà τ = 20000 ÷àñîâ?

Ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ ïîñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ, ìîæ-
íî ïðèíÿòü ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü îòêàçà â èíòåðâàëå 0 < X < 20000  áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîé ôóíêöèè:

.181,0111)0( 2,02000010 5
≅−=−=−=<< −⋅−− −

eeexXP xλ

Î÷åâèäíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêàçà ïîñëå ãàðàíòèéíîãî ñðîêà
áóäåò ðàâíà P (X > 20000) = 0,819.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
ðàñïðåäåëåííîé ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, ðàâíî âåëè÷èíå,
îáðàòíîé ïàðàìåòðó ðàñïðåäåëåíèÿ:

,
1

)( 
λ

=XM

a äèñïåðñèÿ:

.
1

)( 
2λ

=XD

Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â òîì, ÷òî îíî îïðåäåëÿ-
åòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì λ, à îáû÷íî ýòè ïàðàìåòðû áûâàþò íåèç-
âåñòíûìè è òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èõ îöåíèòü.

Ðàññìîòðèì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ â
çàäàííûé èíòåðâàë (à; b):

.)1()1()( )( )(    baab eeeeaFbFbXàP λλλλ −−−− −=−−−=−=<<

Èòàê, .)(  ba eebXàP
λλ −− −=<<
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6.3.4.3. Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî èìåþò äåëî ñî ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-
íàìè, çàâèñÿùèìè îò áîëüøîãî ÷èñëà ñðàâíèòåëüíî íåçíà÷èòåëü-
íûõ è âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ôàêòîðîâ.

Ïðèìåð. Ïðè èçìåðåíèè äëèíû ìàòåðèàëà, âåñà ïîðöèè õèìè-
êàòà è ò.ï. èìåþò ìåñòî îøèáêè èçìåðåíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü,
÷òî îøèáêà ëåæèò â ïðåäåëàõ îò �∆x äî +∆õ.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïèñûâà-
åòñÿ êðèâîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ãðàôèêå (ðèñ. 79), ãäå x1 = x* � ∆x
è x2 = x* + ∆x. Ýòî íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.

πσ 2

1

0                 a      x
1 
    x*       x

2 x

f(x)

Ðèñ. 79. Ãðàôèê ïëîòíîñòè (êðèâàÿ Ãàóññà)
è èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ
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Íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
èìåþùàÿ â èíòåðâàëå îò �∞ äî +∞ ïëîòíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ ôîð-
ìóëîé

.
2

1
  )( 

2

2
1 





 −−

⋅= σ

πσ

ax

exf

Åå èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ:

. 
2

1
  )(  )( 

2

2
1 

dzedxxfXF

x azx

∫∫
∞−






 −−

∞−

⋅=⋅= σ

πσ

Ïðè σ = 1 è a = 0 áóäåì èìåòü íîðìèðîâàííîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå

Fí (x) = 0,5 + Φ (x),

ãäå dzex

x
z

∫
−

=Φ
0

2

2

 
2

1
)( 

π
 � èíòåãðàë Ëàïëàñà.

Óêàçàííûé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîëüçóÿñü òàáëèöàìè,
è òîãäà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ÑÂ X â èíòåðâàë îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

P(x1 < X < x2) = Φ (x2) � Φ (x1)

(Φ (�x) = � Φ (x) � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ).
Äîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä îò íîðìèðîâàííîé ê îáû÷íîé ôóíê-

öèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîäñòàíîâêîé:

. )( 




 −=

σ
ax

FxF í

Ïðèìåð 6.30. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
ýòîé âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 2 è 5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ÑÂ Õ ïðèìåò çíà÷åíèå, ïðèíàä-
ëåæàùåå èíòåðâàëó (1; 4).

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé:

.
�

 
�

 )( 
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Φ=<<

σ
α

σ
ββα àà

XP
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Ïî óñëîâèþ:  α = 1,  β = 4,  à = 2,  σ = 5,  ñëåäîâàòåëüíî,

).2,0(� )4,0( 
5

2�1
 

5

2�4
 )41( Φ−Φ=





Φ−





Φ=<< XP

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàïëàñà íå÷åòíàÿ, òî

Φ(�0,2) = �Φ(0,2).
Òàêèì îáðàçîì,

P (1 < X < 4) = Φ(0,4) +Φ(0,2).

Ïî òàáëèöå íàõîäèì:

Φ(0,4) = 0,1554;   Φ(0,2) = 0,0793.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà:

P (1 < X < 4)= 0,1554 + 0,0793 = 0,2347.

Ïðèìåð 6.31. Òðè íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èìåþò
ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ: à) ðàâíîìåðíîå; á) ýêñïîíåíöèàëüíîå;
â) íîðìàëüíîå. Äëÿ âñåõ òðåõ ðàñïðåäåëåíèé Ì (Õi) = σ (Õi) = 4.

Íàéòè äëÿ âñåõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèÿ ÑÂ Õi ïðèìåò çíà÷åíèå, çàêëþ÷åííîå â
èíòåðâàëå (5; 12).

Ðåøåíèå.
à) Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ   ôóíêöèÿ   ðàâíîìåðíîãî   ðàñïðåäåëåíèÿ

ÑÂ Õ1 èìååò âèä:
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Ïàðàìåòðû à è b íàéäåì èç óñëîâèÿ, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ
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Îòñþäà





=−
=+

192)(
,8

2ab

ab
  èëè  





=−
=+

.38
,8

ab

ab

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî

 .93,10)31( 4  ;93,2)31( 4 ≅+=≅−= ba

Ïðè èçâëå÷åíèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ âî âòîðîì óðàâíåíèè ñèñ-
òåìû âçÿò çíàê «+» ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî a < b.

Èìååì
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+≤≤−
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= ,

).31( 4 ïðè0   

)31( 4)31( 4ïðè
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1
),31( 4ïðè0   

)( 

x
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xf

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ÑÂ Õ1 â èíòåðâàëå (α ; β ) îïðåäåëÿåì
ïî ôîðìóëå

. )( )( 1 dxxfXP ∫=<<
β

α

βα

Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà:

0,428.5)�34(4  
38

1
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38

1
 )( )125( 
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)3(1 4
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)31( 4

)31( 4
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1

=+==

=⋅+=⋅=<<

+

+

+

∫∫∫

x

dxdxdxxfXP

Èòàê,

P (5 < X1 < 12) = 0,428.

á) Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ

Õ2 èìååò âèä:

F (x) = 1 � e�λx.
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Èçâåñòíî,  ÷òî   
λ
1

)( 2 =XM    èëè   4
1 =
λ

   ïî óñëîâèþ.  Îòñþäà

λ = 0,25. Òîãäà

F (x) = 1 � e�0,25x.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü:

P (5 < X2 < 12) = e�0,25· 5 � e�0,25· 12 = e�1,25 � e�3 = 0,2367.

â) Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÑÂ Õ3, ïîä÷èíåííàÿ íîðìàëüíîìó çà-

êîíó ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîïàäåò â èíòåðâàë (α; β ), ðàâíà:
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 )( 3 




Φ−





Φ=<<

σ
α

σ
ββα àà

XP

Çäåñü Φ(õ) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, à � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå, σ � ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
çàäà÷è à = σ = 4, òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà:
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 �)2( 

4

4�5
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 )125( 3 
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Φ=<< XP

Íàõîäèì ïî òàáëèöàì, ÷òî

.0987,0)25,0( 
4

1
   ;4772,0)2( =Φ=





Φ=Φ

Òîãäà

P (5 < X3 < 12) = 0,4772 � 0,0987 = 0,3785.

6.4. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

6.4.1. Ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü. Âûáîðêà.
Îñíîâíûå òèïû çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Ïóñòü Õ � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (êîëè÷åñòâåííûé
ïðèçíàê). Â äàëüíåéøåì âñå çíà÷åíèÿ ýòîé ÑÂ áóäåì íàçûâàòü ãå-
íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ. Åñëè, íàïðèìåð, Õ � äèñêðåòíàÿ ÑÂ,
òî ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü � õ1, õ2, �, õn.

Äîïóñòèì, ÷òî â ïðîöåññå íàáëþäåíèé èëè îïûòîâ ìû ïîëó-
÷èëè n çíà÷åíèé (õ1, õ2, �, õn) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ. Â äàëüíåé-
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øåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñäåëàëè âûáîðêó õ1, õ2, �, õn èç ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ.

×èñëî n íàçûâàåòñÿ îáúåìîì âûáîðêè.
Âûáîðêó õ1, õ2, �, õn èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ òàêæå

ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê çíà÷åíèÿ n ýêçåìïëÿðîâ õ1, õ2, �, õn ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû Õ.

Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ âûáîðêè ìîãóò áûòü ïîâòîðÿþ-
ùèåñÿ. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà õi âûáîðêè ãîâîðÿò î ÷àñòî-
òå åå ïîÿâëåíèÿ, ò.å. ñêîëüêî ðàç ÷èñëî õi íàáëþäàëîñü â âûáîðêå.

Â äàëüíåéøåì ìû ÷àñòî áóäåì çàäàâàòü âûáîðêó â âèäå òàáëèöû

õ
i

õ
1

õ
2

� õ
m

n
i

n
1

n
2

� n
m

ãäå  õ1,  õ2,  �,  õm � ðàçëè÷íûå  ýëåìåíòû  âûáîðêè,  à  n1,  n2,  �,
nm � ÷àñòîòû ýëåìåíòîâ âûáîðêè.

ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îáúåì âûáîðêè n = n1 + n2 + � + nm.
Çíà÷åíèÿ õ1, �, õm âûáîðêè áóäåì íàçûâàòü âàðèàíòàìè.
Åñëè âàðèàíòû âûáîðêè ðàñïîëîæåíû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿä-

êå, òî âûáîðêà íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì.
Íàïðèìåð,

õ
i

�1 2 5 10 11

n
i

2 7 1 1 5

Âàðèàíòû    âûáîðêè    íàçûâàþòñÿ    ðàâíîîòñòîÿùèìè,    åñëè
Õi +1 � Õi = h, ãäå h  � ïîñòîÿííîå ÷èñëî.

Íà ïðàêòèêå ïðè îïèñàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ ðàçëè÷íûå
õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïî-
ýòîìó âîçíèêàþò çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìà-
òåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ ÑÂ, îñíî-
âûâàÿñü íà èçó÷åíèè âûáîðîê.

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ÑÂ Õ îïðåäåëÿþò ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü
è  F (x)  =  P (X  <  x)  �  èíòåãðàëüíàÿ  ôóíêöèÿ  ðàñïðåäåëåíèÿ  Õ.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì åå íàçûâàòü òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ. Çíàÿ ôóíêöèþ F (x), ìîæ-
íî îïðåäåëèòü âñå õàðàêòåðèñòèêè ÑÂ Õ. Ïîýòîìó ïîñòàâèì ïå-
ðåä ñîáîé ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ âûáîðîê èç
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ ïðèáëèæåííî íàéòè ôóíêöèþ F (x)?
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Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà

õ
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õ
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n
2

� n
m

îáúåìà  n = n1 + n2 + � + nm.

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ ,)(*
n

nxxF =  ãäå nx � ÷èñëî âàðèàíòîâ

âûáîðêè, ìåíüøèõ õ, ò.å. 
n

nx  ïðåäñòàâëÿåò îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòî-

òó âàðèàíò âûáîðêè, ìåíüøèõ õ. Ôóíêöèÿ F* (x) íàçûâàåòñÿ ôóí-
êöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè èëè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð 6.32. Íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî âûáîðêå

õ
i

1 4 6

n
i

10 15 25

Ðåøåíèå.  Íàéäåì   îáúåì   âûáîðêè:   n = 10 + 15 + 25 = 50.
Íàèìåíüøàÿ âàðèàíòà ðàâíà åäèíèöå, ñëåäîâàòåëüíî,  F* (x) = 0
ïðè x ≤ 1. Çíà÷åíèå Õ = 4, à èìåííî õ1 = 1, íàáëþäàëîñü 10 ðàç,
ñëåäîâàòåëüíî,

2,0
50

10
)(* ==xF  ïðè 1 < X ≤ 4.

Çíà÷åíèÿ Õ < 6, à èìåííî õ1 = 1 è õ2 = 4, íàáëþäàëèñü n1 + n2 =
= 10 + 15 = 25 ðàç, ñëåäîâàòåëüíî,

2

1

50

25
)(* ==xF  ïðè 4 < X ≤ 6.

Òàê êàê õ3 = 6 � íàèáîëüøàÿ âàðèàíòà, òî

1
50

50
)(* ==xF  ïðè õ > 6.

Çíà÷èò,
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Ãðàôè÷åñêè ýòà ôóíêöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 80.

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F* (x) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì òåîðå-
òè÷åñêîé ôóíêöèè F (x), è ÷åì áîëüøå îáúåì âûáîðêè n, òåì òî÷-
íåå F* (x) îïèñûâàåò F (x) (ïî âåðîÿòíîñòè, ò.å. ñëó÷àéíûå îòêëî-
íåíèÿ ìàëîâåðîÿòíû).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì: ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò àíàëî-
ãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, ÷òî è òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

6.4.2. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ îáðàçóþò ãåíåðàëüíóþ
ñîâîêóïíîñòü. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÂ (íàïðèìåð, íîðìàëüíûé
çàêîí) Õ íàì èçâåñòåí. Îäíàêî íåèçâåñòíû íåêîòîðûå ïàðàìåòðû
ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð, ÌÎ èëè äèñïåðñèÿ).

Òðåáóåòñÿ, èçó÷àÿ âûáîðêè èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, îöå-
íèòü, ò.å. ïðèáëèæåííî íàéòè, íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

Ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ
âñÿêàÿ ôóíêöèÿ ϕ  âàðèàíò xi âûáîðêè, äàþùàÿ ïðèáëèæåííîå çíà-
÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà.

Åñëè îáîçíà÷èì íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ÷åðåç θ , à åãî îöåíêó
÷åðåç θ*, òî θ* = θ  (õ1, �, õn), ãäå õ1, �, õn � âûáîðêà èç ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ.

Ðàññìàòðèâàÿ âàðèàíòû õ1, �, õn âûáîðêè êàê çíà÷åíèÿ n ýê-
çåìïëÿðîâ Õ1, �, Õn ÑÂ Õ, ïîëó÷èì:

θ* = ϕ (Õ1, �, Õn),

ò.å. ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ * ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ñëó÷àéíûõ

Ðèñ. 80

F*(x)

1,0

0,5

0,2

0    1    2    3   4    5    6           x
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âåëè÷èí Õ1, �, Õn, à çíà÷èò è ñàìà ÿâëÿåòñÿ ÑÂ. Òàêèì îáðàçîì,
ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ* ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (ðàçëè÷íûå) â çà-
âèñèìîñòè îò âûáîðêè.

ßñíî, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè. Íàøà çàäà÷à
ïîíÿòü, êàêèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ «õîðîøèìè».

Âî-ïåðâûõ, åñòåñòâåííî æåëàíèå, ÷òîáû ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåí-
êà, ÿâëÿÿñü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìåëà ñâîèì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ* íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ  íàçûâà-
åòñÿ íåñìåùåííîé, åñëè Ì (θ*) = θ .

Âî-âòîðûõ, åñòåñòâåííî òðåáîâàòü, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ñòàòèñòè-
÷åñêîé îöåíêè θ* ïî âîçìîæíîñòè áîëåå òåñíî êîíöåíòðèðîâàëèñü
îêîëî θ . Âñïîìèíàÿ, ÷òî äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ðàññåÿíèÿ çíà-
÷åíèé ÑÂ îêîëî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ* íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ  íàçûâà-
åòñÿ ýôôåêòèâíîé, åñëè îíà îáëàäàåò íàèìåíüøåé äèñïåðñèåé ñðå-
äè âñåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíîê ïàðàìåòðà θ .

Â òðåòüèõ, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî, ÷åì áîëüøå îáúåì âûáîð-
êè, òåì òî÷íåå çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè îïðåäåëÿåò íåèç-
âåñòíûé ïàðàìåòð.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ* íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ  íàçûâà-
åòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè îíà ñòðåìèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê θ , ò.å.

1} |*| { lim =<−
∞→

εθθ
n

P    ïðè ëþáîì ε  > 0.

6.4.3. Ãåíåðàëüíàÿ ñðåäíÿÿ. Âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ îáðàçóþò ãåíåðàëüíóþ
ñîâîêóïíîñòü. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Õ áóäåì íàçûâàòü ãåíå-
ðàëüíîé ñðåäíåé è îáîçíà÷àòü Ãx  ò.å.  ).( Ã XMx =

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âûáîðêó x1, x2, �, xn (âàðèàíòû ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ) èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ. Áóäåì åå ðàññìàò-
ðèâàòü êàê çíà÷åíèÿ n ýêçåìïëÿðîâ Õ1, Õ2, �, Õn  ÑÂ Õ. Ðàññìîò-
ðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó

,
...21

Â n

XXX
X n+++=



329

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé ñðåäíåé. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå

ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè Â X  ïðè âûáîðêå x1, x2, �, xn áóäåò:

n

xxx
x n+++

=
...21

Â 

(ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà Â X  ÿâëÿåòñÿ ÑÂ, à Â x  � êîíêðåòíîå çíà-

÷åíèå Â X , çàâèñÿùåå îò âûáîðêè).
Â äàëüíåéøåì è Â x  áóäåì íàçûâàòü âûáîðî÷íîé ñðåäíåé.
Åñëè âûáîðêà çàäàíà â âèäå òàáëèöû

õ
i

õ
1

õ
2

� õ
m

n
i

n
1

n
2

� n
m

òî ÿñíî, ÷òî n = n1 + n2 + � + nm

.12211
Â

 

   
...

  
n

nx

n

nxnxnx
x

m

i
ii

mm
∑

=

⋅
=

⋅++⋅+⋅
=

Âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ Â X  ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé, íåñìåùåííîé
è ñîñòîÿòåëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ Ì(Õ), ò.å. äëÿ ãåíåðàëüíîé ñðåäíåé Ã X .

6.4.4. Âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ÑÂ Õ îáðàçóþò ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü.
Äèñïåðñèþ D (Õ) CÂ Õ áóäåì íàçûâàòü ãåíåðàëüíîé äèñïåðñèåé è

îáîçíà÷àòü DÃ, à ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ÃÃ D=σ
Òðåáóåòñÿ íàéòè ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó äëÿ DÃ.
Ïóñòü x1, x2, �, xn � âûáîðêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ,

à Õ1, Õ2, �, Õn � n ýêçåìïëÿðîâ Õ. Ðàññìîòðèì ñòàòèñòè÷åñêóþ
îöåíêó

∑
=

−=
n

i
i xx

n
D

1

2
ÂÂ ,)(  

1
 

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé. DÂ � ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà. Åå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ïðè äàííîé âûáîðêå x1, �, xn
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ðàâíî ∑
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ÂÂ )(  
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  (dÂ òàêæå íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íîé äèñ-

ïåðñèåé).
Åñëè âûáîðêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè çàäàíà â âèäå òàá-

ëèöû
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n = n1 + n2 + � + nm , òî
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Ïðèìåð 6.33. Ïóñòü âûáîðêà çàäàíà òàáëèöåé

õ
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0 �1 1 2

n
i

5 3 1 1

n = 5 + 3 + 1 + 1 = 10. Òîãäà
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DÂ ÿâëÿåòñÿ ñìåùåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ D (Õ).

Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþò ñòàòèñòè÷åñêóþ îöåíêó ,Â
2

1
 D
n

n
s ⋅

−
=  êî-

òîðàÿ íàçûâàåòñÿ èñïðàâëåííîé âûáîðî÷íîé äèñïåðñèåé. s2 ÿâëÿ-
åòñÿ íåñìåùåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ DÃ Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ n:  s2 ≈ DÂ.

Âåëè÷èíà ÂÂ σ=d  íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèì îòêëîíåíèåì, à Â
2   

1
 σ

n

n
ss

−==   � èñïðàâëåííûì âû-

áîðî÷íûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì.
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Ïðèìåð 6.34. Ïóñòü ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü Õ ïîä÷èíåíà
íîðìàëüíîìó çàêîíó. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü åå ïàðàìåòðû.

Òàê  êàê  ïàðàìåòðàìè  íîðìàëüíîãî  ðàñïðåäåëåíèÿ  ÿâëÿþòñÿ
σ = σÃ è Ã)( xXMa == , òî

σ  ≈ σ ïðè îáúåìå âûáîðêè n ≤ 30,

σ  ≈ σ Â ïðè îáúåìå âûáîðêè n > 30.

6.4.5. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè èçâåñòíîì σσσσσ

Ïóñòü ÑÂ Õ îáðàçóþò ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü è θ  � íåèç-
âåñòíûé ïàðàìåòð ÑÂ Õ. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà θ * ÿâëÿåòñÿ
ñîñòîÿòåëüíîé, òî ÷åì áîëüøå îáúåì âûáîðêè, òåì òî÷íåå ïîëó-
÷àåì çíà÷åíèå θ . Îäíàêî íà ïðàêòèêå ìû èìååì âûáîðêè íå î÷åíü
áîëüøîãî îáúåìà, ïîýòîìó íå ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü áîëüøóþ
òî÷íîñòü.

Ïóñòü θ * � ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ θ . Âåëè÷èíà |θ * � θ |
íàçûâàåòñÿ òî÷íîñòüþ îöåíêè. ßñíî, ÷òî òî÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ÑÂ,
ò.ê. θ * � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Çàäàäèì ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-
ëî δ  è ïîòðåáóåì, ÷òîáû òî÷íîñòü îöåíêè |θ * � θ | áûëà ìåíüøå δ ,
ò.å. | θ * � θ  | < δ .

Ìû íå ìîæåì êàòåãîðè÷åñêè óòâåðæäàòü, ÷òî îöåíêà θ * óäîâ-
ëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó | θ * � θ  | < δ ; ìîæíî ëèøü ãîâîðèòü î âåðî-
ÿòíîñòè γ  , ñ êîòîðîé ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíèòñÿ.

Íàäåæíîñòüþ γ  èëè äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ îöåíêè θ  ïî
θ * íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü γ , ñ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî |θ * � θ | < δ , ò.å.

γ  = Ð {|θ * � θ | < δ}.

Îáû÷íî íàäåæíîñòü g çàäàþò íàïåðåä, ïðè÷åì, çà γ  áåðóò ÷èñ-
ëî, áëèçêîå ê 1 (0,9; 0,95; 0,99; �).

Òàê êàê íåðàâåíñòâî |θ * � θ | < δ  ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðà-
âåíñòâó θ * � δ  ≤ θ  ≤ θ * + δ , òî ïîëó÷àåì:

γ  = Ð {θ * � δ  < θ  < θ * + δ}.
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Èíòåðâàë (θ * � δ , θ * + δ ) íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåð-
âàëîì, ò.å. äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïîêðûâàåò íåèçâåñòíûé ïà-
ðàìåòð θ  ñ âåðîÿòíîñòüþ γ . Çàìåòèì, ÷òî êîíöû äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè è èçìåíÿþòñÿ îò âûáîðêè ê âû-
áîðêå, ïîýòîìó òî÷íåå ãîâîðèòü, ÷òî èíòåðâàë (θ * � δ , θ * + δ )
ïîêðûâàåò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ , à íå θ  ïðèíàäëåæèò ýòîìó
èíòåðâàëó.

Ïóñòü ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü çàäàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé
Õ, ðàñïðåäåëåííîé ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, ïðè÷åì, ñðåäíåå êâàä-
ðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ  èçâåñòíî. Íåèçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå à = Ì (Õ). Òðåáóåòñÿ íàéòè äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë äëÿ à ïðè çàäàííîé íàäåæíîñòè γ .

Âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ

n

XX
X n++

=
...

   1
Â

ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêîé äëÿ .Ã ax =

Òåîðåìà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Âx  èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-

äåëåíèå, åñëè Õ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, è ,)( Â aXM =

, )( Â
n

X
σσ =  ãäå ,)( XD=σ  ).( XMa =

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ à èìååò âèä:

δδ +<<− ÂÂ XaX

è

.} || { Â γδ =<− aXP

Íàõîäèì δ .
Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèåì

,  2 2} || { 
Â

Â 









Φ=





Φ=<−

σ
δ

σ
δδ n

aXP

ãäå Φ(z) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, èìååì:

. 2 γ
σ

δ =









Φ n
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Îáîçíà÷èâ , t
n =

σ
δ

 ïîëó÷èì Φ(t) = γ. Òàê êàê γ çàäàíà, òî ïî

òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëàñà íàõîäèì çíà÷åíèå t.

Èç ðàâåíñòâà 
σ

δ n
t  =  íàõîäèì 

n

tσδ  =  � òî÷íîñòü îöåíêè.

Çíà÷èò, äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ à èìååò âèä:
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Ïðèìåð 6.35. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíêè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ à íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íàäåæ-

íîñòüþ 0,95, çíàÿ âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ ,43,10Â =X  îáúåì âûáîð-
êè n = 100 è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ = 5.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé

.ÂÂ
n

txa
n

tx
σσ ⋅+<<⋅−

Íàéäåì t. Èç ñîîòíîøåíèÿ 2Φ(t) = 0,95 ïîëó÷èì: Φ(t) = 0,475.
Ïî òàáëèöå íàõîäèì t = 1,96. Íàéäåì òî÷íîñòü îöåíêè

.98,0
100

51,96
      =⋅==

n

tσδ
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Èñêîìûé äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (10,43 � 0,98 < a < 10,43 + 0,98)
èëè (9,45 < a < 11,41).

Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà òàêîâ: åñëè áóäåò ïðîèçâåäå-
íî áîëüøîå ÷èñëî âûáîðîê, òî 95% èç íèõ îïðåäåëÿò òàêèå äîâå-
ðèòåëüíûå èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áó-
äåò çàêëþ÷åíî.

6.5. Ìåòîäû ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê
âûáîðêè

Ðàññìîòðèì ðàöèîíàëüíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñ-
òèê âûáîðêè Âx  è  dB.

6.5.1. Óñëîâíûå âàðèàíòû.
Ìåòîä ïðîèçâåäåíèé

Ïóñòü âûáîðêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ ÿâëÿåòñÿ âà-
ðèàöèîííûì ðÿäîì ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè âàðèàíòàìè, ò.å.
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õ1 < õ2 < � < õm,   õi+1 � õi = h = const,   n = n1 + n2 + � + nm.
Óñëîâíûìè íàçûâàþò âàðèàíòû ui, îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì
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h
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u i

i
−=

ãäå Ñ � ëîæíûé íóëü. Îáû÷íî ïîëàãàþò Ñ ðàâíûì âàðèàíòå ñ
íàèáîëüøåé ÷àñòîòîé.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâíûå âàðèàíòû ïðèíèìàþò òîëüêî
öåëûå çíà÷åíèÿ, è, åñëè xi0 = C, òî ui0 = 0.

Óñëîâíûå  âàðèàíòû  u1,  u2,  �,  un  îáðàçóþò  óñëîâíóþ  âû-
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Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü óñëîâíûå ýìïèðè÷åñêèå ìîìåíòû
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ïîðÿäêà
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ìîæíî îïðåäåëèòü âûáîðî÷íûå ñðåäíþþ è äèñïåðñèþ:

.])([  ; 22*
1

*
2Â

*
1Â hMMdChMx ⋅−=+⋅=

Ïðèìåð 6.36. Äàíû âûáîðî÷íûå âàðèàíòû xi è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ÷àñòîòû ni êîëè÷åñòâåííîãî ïðèçíàêà Õ:

x
i

10 15 20 25 30

n
i

6 16 50 24 4

Íàéòè ìåòîäîì ïðîèçâåäåíèé âûáîðî÷íûå ñðåäíþþ, äèñïåð-
ñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ðàñ÷åòíóþ òàáëèöó, äëÿ ÷åãî:
1) çàïèøåì âàðèàíòû xi â ïåðâûé ñòîëáåö;
2) çàïèøåì ÷àñòîòû ni âî âòîðîé ñòîëáåö;
3) â êà÷åñòâå ëîæíîãî íóëÿ Ñ âûáåðåì âàðèàíòó 20 (ýòà âàðè-

àíòà èìååò íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó); â êëåòêå òðåòüåãî ñòîëáöà, êî-
òîðàÿ ïðèíàäëåæèò ñòðîêå, ñîäåðæàùåé âàðèàíòó 20, ïèøåì 0; íàä
íóëåì ïîñëåäîâàòåëüíî çàïèñûâàåì óñëîâíûå âàðèàíòû �1, �2, à
ïîä íóëåì � ïîñëåäîâàòåëüíî 1, 2;

4) ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòîò íà óñëîâíûå âàðèàíòû ui çàïèñûâàåì â
÷åòâåðòûé ñòîëáåö; íàõîäèì ñóììó ýòèõ ïðîèçâåäåíèé è ïîìåùà-
åì åå â íèæíþþ êëåòêó ñòîëáöà;

5) ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòîò íà êâàäðàòû óñëîâíûõ âàðèàíò çàïè-
øåì â ïÿòûé ñòîëáåö; ñóììó ÷èñåë ñòîëáöà (80) ïîìåùàåì â íèæ-
íþþ êëåòêó ñòîëáöà;
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6) ïðîèçâåäåíèÿ ÷àñòîò íà êâàäðàòû óñëîâíûõ âàðèàíò, óâå-
ëè÷åííûõ íà åäèíèöó, çàïèøåì â øåñòîé (êîíòðîëüíûé) ñòîëáåö;
ñóììó ÷èñåë ñòîëáöà (188) ïîìåùàåì â íèæíþþ êëåòêó ñòîëáöà.

Â èòîãå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ðàñ÷åòíóþ òàáëèöó:

x
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n
i
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i
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2
ii un ⋅ n

i 
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i
 + 1)2

10 6 �2 �12 24 6

15 16 �1 �16 16 0

20 50 0 0 0 50

25 24 1 24 24 96

30 4 2 8 16 36

n = 100 ∑ = 4  ii un ∑ = 80   2
ii un ∑ =+ 188)1( 2

ii un
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;1881004280    2   

2
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∑
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Ñîâïàäåíèå íàéäåííûõ ñóìì ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âû-
÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíû ïðàâèëüíî.

Âû÷èñëèì óñëîâíûå ìîìåíòû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ:

.8,0
100
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1 ====== ∑∑
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un
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un
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Íàéäåì  øàã  (ðàçíîñòü  ìåæäó  äâóìÿ  ñîñåäíèìè  âàðèàíòà-
ìè): h = 15 � 10 = 5.

Íàéäåì èñêîìóþ âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ:

.2,2020504,0*
1â =+⋅=+⋅= ChMx

Íàéäåì èñêîìóþ âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ:

.96,195](0,04)  8,0[])([ 222*
1

*
2â =⋅−=⋅−= hMMd

Íàéäåì èñêîìîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå:

.47,496,19ââ === dσ
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6.5.2. Ýìïèðè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû

Ïóñòü çíà÷åíèÿ ÑÂ Õ îáðàçóþò ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü.
Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Õ íåèçâåñòåí.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ âûáîðêó îáúåìà n èç ãåíåðàëüíîé ñî-
âîêóïíîñòè

õ
i

õ
1

õ
2

� õ
m

n
i

n
1

n
2

... n
m

n = n1 + � + nm.
×àñòîòû ni ïîÿâëåíèÿ âàðèàíò xi òàêæå íàçûâàþò ýìïèðè÷åñ-

êèìè ÷àñòîòàìè.
Ïóñòü Õ � äèñêðåòíàÿ ÑÂ è èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ïðåäïîëîæèòü,

÷òî èçó÷àåìàÿ âåëè÷èíà Õ ðàñïðåäåëåíà ïî íåêîòîðîìó îïðåäå-
ëåííîìó çàêîíó. Çíàÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Õ, ìû ìîæåì íàéòè
âåðîÿòíîñòè pi ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèé xi, ò.å.

pi = P {X = xi }.

Òåîðåòè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè ni íàçûâàþò ÷àñòîòû, îïðåäåëÿå-
ìûå ïî ôîðìóëå ni = n · pi.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ni óêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç äîëæíî ïî-
ÿâèòüñÿ â ñðåäíåì çíà÷åíèå xi ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ ñ ïðåäïîëà-
ãàåìûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü Õ � íåïðåðûâíàÿ ÑÂ. Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëü-
íî îïðåäåëåíèå òåîðåòè÷åñêèõ ÷àñòîò, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Õ � íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ïóñòü
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õ
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m
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i

n
1

n
2

... n
m

n = n1 + � + nm , ðàâíîîòñòîÿùàÿ âûáîðêà èç ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè Õ, n1 , � , nm � ýìïèðè÷åñêèå ÷àñòîòû, õi+1 � xi = h.

Òîãäà òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

,ii pnn ⋅=′

ãäå pi � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ Õ â i-ûé ÷àñòè÷íûé èíòåðâàë ñ

êîíöàìè 
2

h
xi −  è 

2

h
xi + .
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Ïðèáëèæåííî âåðîÿòíîñòè pi ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëå

),(  
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ii u
h

p ϕ
σ

⋅=

ãäå   , 
Â

Â

σ
xx

u i
i

−
=    i  =  1,  2,  ...,  m,   .

2

1
 )( 2

2u

eu
−

⋅=
π

ϕ

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ϕ (u) íàõîäÿòñÿ ïî òàáëèöå.

6.6. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ãèïîòåç

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïðîâåðêè ïðåäïîëîæåíèé (ãèïîòåç) îòíîñèòåëüíî ëèáî ñàìîãî
âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, ëèáî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ óæå èçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç. Ïóñòü èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ÑÂ Õ (íàïðèìåð, ýòî íîð-
ìàëüíûé çàêîí), è ïî âûáîðêå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó
î çíà÷åíèè íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ( ,Ãx  DÃ  èëè σ Ã) ýòîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì âûäâèãàåìóþ è ïðîâåðÿåìóþ ãèïîòåçó áóäåì
íàçûâàòü íóëåâîé ãèïîòåçîé (èëè îñíîâíîé) è îáîçíà÷àòü åå ÷å-
ðåç Í0. Íàðÿäó ñ Í0 ðàññìàòðèâàþò òàêæå îäíó èç àëüòåðíàòèâ-
íûõ (êîíêóðèðóþùèõ) ãèïîòåç Í1. Íàïðèìåð, åñëè ïðîâåðÿåòñÿ
ãèïîòåçà  î  ðàâåíñòâå  ïàðàìåòðà  θ   íåêîòîðîìó  çàäàííîìó  çíà-
÷åíèþ  θ 0,  ò.å.  Í0: θ  = θ 0,  òî  â  êà÷åñòâå  àëüòåðíàòèâíîé  ãèïî-
òåçû   ìîæíî   ðàññìîòðåòü   îäíó   èç   ñëåäóþùèõ:   à)  Í1:  θ   >  θ 0;
á) Í1: θ  < θ 0;   â) Í1: θ  ≠ θ 0;   ã) Í1: θ  = θ 1,  ãäå θ 1 � äðóãîå
çàäàííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ .

Âûäâèíóòàÿ ãèïîòåçà Í0 ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü èñòèíå èëè
íåò. Ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû Í0 ïî ðåçóëüòàòàì âûáîðêè ìîãóò
áûòü äîïóùåíû îøèáêè äâóõ ðîäîâ: 1) îøèáêà ïåðâîãî ðîäà �
îòâåðãíóòà ïðàâèëüíàÿ ãèïîòåçà; 2) îøèáêà âòîðîãî ðîäà � ïðè-
íÿòà íåïðàâèëüíàÿ ãèïîòåçà. Ïîñëåäñòâèÿ ýòèõ îøèáîê íåðàâíîç-
íà÷íû, è ðîëü êàæäîé îöåíèâàåòñÿ äî êîíöà ïî óñëîâèÿì êîíê-
ðåòíîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè ïðè ïðîâåðêå êà÷åñòâà ïàðòèè äå-
òàëåé ïî âûáîðêå èç íåå â êà÷åñòâå Í0 ïðèíÿòà ãèïîòåçà, ÷òî äîëÿ
áðàêà  íå  áîëåå  0,1%,  òî  ïðè  äîïóùåíèè  çäåñü  îøèáêè  ïåðâîãî
ðîäà áóäåò çàáðàêîâàíà ãîäíàÿ ïðîäóêöèÿ, à äîïóñòèâ îøèáêó
âòîðîãî  ðîäà,  âûïóñòèì  ïîòðåáèòåëþ  ïàðòèþ  äåòàëåé  ñ  äîëåé
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áðàêà  áîëüøå  äîïóñòèìîãî.  Ïåðåä  íà÷àëîì  àíàëèçà  âûáîðêè
ôèêñèðóþò î÷åíü ìàëîå ÷èñëî α. Âåðîÿòíîñòü ñîâåðøèòü îøèáêó
ïåðâîãî  ðîäà  íàçûâàåòñÿ  óðîâíåì  çíà÷èìîñòè  α.  Îáû÷íî  áå-
ðóò α = 0,05; 0,01; 0,005.

Ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå ïðèíÿòü èëè
îòêëîíèòü ãèïîòåçó Í0, íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì èëè ñòàòèñòè÷åñ-
êèì êðèòåðèåì K. Âûáîð K çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Îáû÷íî êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëåííîé ïî âû-
áîðêå, ò.å. ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè θ . Çäåñü θ  � íåêî-
òîðàÿ ÑÂ, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé èçâåñòåí.

Â ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè q êðèòåðèÿ
K âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî ω 0, ïðè êîòîðîì ãèïîòåçà Í0 îòêëîíÿ-
åòñÿ. Ýòî ïîäìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ. Òî
ïîäìíîæåñòâî çíà÷åíèé θ, ïðè êîòîðîì ãèïîòåçó Í0 íå îòêëîíÿ-
þò, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû (äîïóñòèìîé îáëàñ-
òüþ). Òî÷êè, ðàçäåëÿþùèå ýòè îáëàñòè, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêè-
ìè òî÷êàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èñïîëüçóþò ïðèí-
öèï ïðàêòè÷åñêîé íåâîçìîæíîñòè ñîáûòèé, èìåþùèõ ìàëóþ
âåðîÿòíîñòü. Ïðè ýòîì çàäàþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíîé α,
íàçûâàåìîé óðîâíåì çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ, è îïðåäåëÿþò êðèòè-
÷åñêóþ îáëàñòü êàê ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé θ , âåðîÿòíîñòü êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàòü ê îáëàñòè ω 0 ðàâíÿëàñü áû α, ò.å.

P {θ  ∈ ω 0 } = α.

Åñëè ïî äàííûì âûáîðêè ïðè äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè ïî-
ëó÷àåòñÿ, ÷òî θ  ∉ ω 0, òî ýòî ìîæåò ñëóæèòü îñíîâàíèåì äëÿ îò-
êëîíåíèÿ ãèïîòåçû Í0.

Ðàññìîòðèì ïðîâåðêó ãèïîòåçû î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè Õ. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå Õ íåèçâåñòíî,
íî åñòü îñíîâàíèå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Õ èìååò íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, ò.å. âûäâèãàåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà Í0 î íîðìàëüíîñòè
ÑÂ Õ. Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîâåðÿ-
åòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà, íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì ñîãëàñèÿ. Èìååòñÿ
íåñêîëüêî êðèòåðèåâ ñîãëàñèÿ. Îáû÷íî â íèõ èñïîëüçóþò ñòàòèñ-
òèêè, èìåþùèå òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèé, ïîäãîòîâëåííûå çàðàíåå:
ñòàòèñòèêó ñ íîðìàëüíûì íîðìèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì, ñòà-
òèñòèêó χ2 è ñòàòèñòèêó Ôèøåðà. Ðàññìîòðèì êðèòåðèé ñîãëàñèÿ
Ïèðñîíà (êðèòåðèé ñîãëàñèÿ χ2 Ïèðñîíà, χ2 � «xè êâàäðàò»).
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Ïóñòü äëÿ Õ ïîëó÷åíà âûáîðêà îáúåìà n, çàäàííàÿ â âèäå ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ðÿäà ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè âàðèàíòàìè:
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Íàéäåì ïî äàííûì âûáîðêè âåëè÷èíû Âx  è σ B. Ïðåäïîëà-
ãàÿ,  ÷òî  Õ  èìååò  íîðìàëüíîå  ðàñïðåäåëåíèå,  âû÷èñëèì  âåëè-
÷èíû :in′
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íàçûâàåìûå òåîðåòè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
÷åìó ni çäåñü íàçûâàþò ýìïèðè÷åñêèìè ÷àñòîòàìè.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè θ  âûáèðàþò ÑÂ χ 2:
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Îíà ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ χ 2 ñ ÷èñëîì ñòåïåííîé ñâîáîäû
ν  = s � r � 1, ãäå s � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé õi; r � ÷èñëî ïàðà-
ìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ðàñïðåäåëåíèå. Äëÿ íîðìàëüíîãî çà-

êîíà òàêèõ ïàðàìåòðîâ äâà: )(Â XMxa ==  è ,
1

Â −
⋅==
n

n
Dsσ  ò.å.

r = 2, è ν  = s � 3. Åñëè ýìïèðè÷åñêîå è òåîðåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñîâïàäàþò, òî χ 2 = 0. Ïî äàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè a è
÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ν â òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ χ 2 íàõîäÿò êðè-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå 2
êðèò.χ  è îïðåäåëÿþò êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü:

,2
êðèò.

2 χχ < .}:{ 2
êðèò.

22
0 χχχω ≥=  Çàòåì âû÷èñëÿþò íàáëþäàåìîå

çíà÷åíèå χ 2, ò.å.  2
íàáë.χ ïî ôîðìóëå

.
)(

 
1

2
2
íàáë. ∑

=
′

′−
=

s

i i

ii

n

nnχ

Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî 2
êðèò.

2
íàáë. χχ <  òî íóëåâóþ ãèïîòåçó Í0 î òîì,

÷òî X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðèíèìàþò. Â ýòîì ñëó-
÷àå îïûòíûå äàííûå âûáîðêè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ãèïîòåçîé î
íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.



341

Ïðèìåð 6.37. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α  = 0,05 ïðîâåðèòü ãè-
ïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè,
åñëè èçâåñòíû ýìïèðè÷åñêèå è òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû:

n
i

6 12 16 40 13 8 5

in′ 4 11 15 43 15 6 6

Ðåøåíèå. ×èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíò m ðàâíî 7, çíà÷èò ÷èñëî
ñòåïåíåé  ñâîáîäû  ðàñïðåäåëåíèÿ  χ 2  ðàâíî  7 � 3 = 4.  Ïî  òàáëè-
öå êðèòè÷åñêèõ  òî÷åê  ðàñïðåäåëåíèÿ  χ 2,  ïî  óðîâíþ  çíà÷èìîñ-

òè α  = 0,05 è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû 4 íàõîäèì 2
êð.χ = 9,5. Âû÷èñ-

ëèì 2
íàáë.χ , äëÿ ÷åãî ñîñòàâèì ðàñ÷åòíóþ òàáëèöó.

1 2 3 4 5 6

i n
i in′ ii nn ′− 2)( ii nn ′−

i

ii

n

nn
′

′− 2)(

1 6 4 2 4 1

2 12 11 1 1 0,09

3 16 15 1 1 0,061

4 40 43 �3 9 0,21

5 13 15 �2 4 0,27

6 8 6 2 4 0,7

7 5 6 �1 1 0,17

4,22
íàáë. =χ

Òàê êàê 2
êð.

2
íàáë. χχ <  òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà î íîðìàëüíîñòè ãåíå-

ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðèíèìàåòñÿ.

Ïðèìåð 6.38. Äàíî ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè:

x
i

1,6 3,0 4,4 5,8 7,2 6,6 10,0

n
i

3 7 15 35 22 13 5
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Ðåøåíèå.
1.Íàéäåì ìåòîäîì ïðîèçâåäåíèé âûáîðî÷íûå: ñðåäíþþ, äèñ-

ïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìå-
òîäîì ïðîèçâåäåíèé, äëÿ ÷åãî ñîñòàâëÿåì òàáë. 1.

Ò à á ë è ö à  1

x
i

n
i

u
i

n
i 
u

i

2
iiun n

i
 (u

i
 + 1)2

1,6 3 �3 �9 27 12

3,0 7 �2 �14 28 7

4,4 15 �1 �15 16 0

5,8 35 0 0 0 35

7,2 22 1 22 22 88

8,6 13 2 26 52 117

10,0 5 3 15 45 80

∑ == 100inn ∑ =⋅ 25ii un ∑ =⋅ 1892
ii un ∑ =+ 339)1( 2

ii un

Â êà÷åñòâå ëîæíîãî íóëÿ ïðèíèìàåì Ñ = 5,8 � âàðèàíòà ñ íàè-
áîëüøåé ÷àñòîòîé 35. Øàã âûáîðêè h = x2 � x1 = 3,0 � 1,6 = 1,4.
Òîãäà óñëîâíûå âàðèàíòû îïðåäåëÿåì ïî ôîðìóëå

.
4,1

8,5
  

−
=

−
= ii

i
x

h

Cx
u

Ïîäñ÷èòûâàåì  óñëîâíûå  âàðèàíòû   ui   è  çàïîëíÿåì  âñå
ñòîëáöû.

Ïîñëåäíèé ñòîëáåö ñëóæèò äëÿ êîíòðîëÿ âû÷èñëåíèé ïî òîæ-
äåñòâó:

∑ ∑∑ ++=+ .   2  )1(  22 nununun iiiiii

Êîíòðîëü: 339 = 189 + 2 · 25 + 100.
Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíû âåðíî. Íàéäåì óñëîâíûå ìîìåíòû.

.89,1
100

189
     ;25,0

100

25
  

2

21 ====== ∑∑ ∗∗

n

un
M

n

un
M

iiii
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Âû÷èñëÿåì âûáîðî÷íóþ ñðåäíþþ:

.15,68,54,125,01Â =+⋅=+⋅= ∗ ChMx

Íàõîäèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ:

.58,34,1])25,0(89,1[])([ 2222
12Â =⋅−=⋅−= ∗∗ hMMd

Îïðåäåëÿåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå:

.89,158,3ÂÂ === dσ

2. Ñòðîèì íîðìàëüíóþ êðèâóþ.
Äëÿ îáëåã÷åíèÿ âû÷èñëåíèé âñå ðàñ÷åòû ñâîäèì â òàáë. 2.

Ò à á ë è ö à  2

x
i

n
i

15,6
Â

−=
=−

i

i

x

xx

89,1

15,6
 

Â

Â −
=

−
= ii

i
xxx

u
σ

ϕ (u
i
) )( 07,74 ii un ϕ⋅=′

1,6 3 �4,55 �2,41 0,0219 2

3,0 7 �3,15 �1,67 0,0989 7

4,4 15 �1,75 �0,92 0,2613 19

5,8 35 �0,35 �0,18 0,3925 30

7,2 22 1,05 0,56 0,3410 25

8,6 13 2,45 1,30 0,1714 13

10,0 5 3,85 2,04 0,0498 4

100 100 =′= ∑ inn

Çàïîëíÿåì ïåðâûå òðè ñòîëáöà.
Â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå çàïèñûâàåì óñëîâíûå âàðèàíòû ïî ôîð-

ìóëå, óêàçàííîé â «øàïêå» òàáëèöû. Â ïÿòîì ñòîëáöå íàõîäèì
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

.
2

1
 )( 2

2
iu

eui
−

⋅=
π

ϕ
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Ôóíêöèÿ ϕ (ui) ÷åòíàÿ, ò.å. ϕ (ui) = ϕ (�ui).
Çíà÷åíèÿ  ôóíêöèè  ϕ (ui)  â  çàâèñèìîñòè  îò  àðãóìåíòà  ui

(áåðóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ui, ò.ê. ôóíêöèÿ ϕ (ui) ÷åòíàÿ) íàõîäèì èç
òàáëèöû.

Òåîðåòè÷åñêèå  ÷àñòîòû  òåîðåòè÷åñêîé  êðèâîé  íàõîäèì  ïî
ôîðìóëå

)(   07,74)(  
1,89

1,4100
  

)(   )( 
1

 
ÂÂ

ii

iiii

uu

u
nh

uhnpnn

ϕϕ

ϕ
σ

ϕ
σ

=⋅=

==⋅⋅⋅=⋅=′

è çàïîëíÿåì ïîñëåäíèé ñòîëáåö. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñòîëá-

öå ÷àñòîòû in′  îêðóãëÿþòñÿ äî öåëîãî ÷èñëà è .100==′∑ ∑ ii nn

Â ñèñòåìå êîîðäèíàò )  ;( iii nyx ′=  ñòðîèì íîðìàëüíóþ (òåîðå-

òè÷åñêóþ) êðèâóþ (ðèñ. 81) ïî âûðàâíèâàþùèì ÷àñòîòàì in′  (îíè

îòìå÷åíû êðóæêàìè) è ïîëèãîí íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò (îíè îòìå-
÷åíû êðåñòèêàìè). Ïîëèãîí íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò ïîñòðîåí â ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò (xi; yi = ni).

Ðèñ. 81

y
i

30

25

20

15

10

5

0        1       2       3       4       5       6       7       8       9      10   x

15,6Â =x
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3. Ïðîâåðÿåì  ãèïîòåçó  î  íîðìàëüíîñòè  X  ïðè  óðîâíå  çíà-
÷èìîñòè α = 0,05.

Âû÷èñëèì 2
íàáë.χ , äëÿ ÷åãî ñîñòàâèì ðàñ÷åòíóþ òàáëèöó 3.

Ò à á ë è ö à  3

n
i in′ ii nn ′− 2)( ii nn ′−

i

ii

n

nn
′

′− 2)( 2
in

i

i

n

n
′

2

1 2 3 4 5 6 7

3 2 1 1 0,5 9 4,5

7 7 0 0 0 49 7

15 19 �4 16 0,84 225 11,84

35 30 5 25 0,83 1225 40,83

22 25 3 9 0,36 484 19,36

13 13 0 0 0 169 13

5 4 1 1 0,25 25 6,25

100 100 78,22
íàáë. =χ 102,78

Ñóììèðóÿ ÷èñëà ïÿòîãî ñòîëáöà, ïîëó÷àåì 2
íàáë.χ = 2,78

Ñóììèðóÿ ÷èñëà ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, ïîëó÷àåì 102,78.

Êîíòðîëü: 2
íàáë.χ = 2,78

.78,210078,102  
2

=−=−
′∑ ∑ i
i

i n
n

n

Ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âû÷èñ-
ëåíèé.

Íàéäåì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî ãðóïï
âûáîðêè (÷èñëî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ) 7. ν  = 7 � 3 = 4.

Ïî òàáëèöå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ðàñïðåäåëåíèÿ χ 2, ïî óðîâíþ çíà-
÷èìîñòè α = 0,05 è ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû ν = 4 íàõîäèì .5,92

êð. =χ
Òàê êàê 2

êð.
2
íàáë. χχ <  òî íåò îñíîâàíèé îòâåðãàòü íóëåâóþ ãè-

ïîòåçó. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàñõîæäåíèå ýìïèðè÷åñêèõ è òåîðåòè-
÷åñêèõ ÷àñòîò íåçíà÷èìîå. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå íàáëþäåíèé
ñîãëàñóþòñÿ ñ ãèïîòåçîé î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè.
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4. Íàéäåì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíêè íåèçâåñòíîãî
ÌÎ Ì (Õ), ïîëàãàÿ, ÷òî Õ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñðåä-
íåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σ  = σ Õ = σ Â = 1,89 è äîâåðèòåëü-
íàÿ âåðîÿòíîñòü γ  = 0,95.

Èçâåñòåí îáúåì âûáîðêè: n = 100, âûáîðî÷íàÿ ñðåäíÿÿ Âx = 6,15.
Èç ñîîòíîøåíèÿ 2Φ (t) = γ  ïîëó÷èì Φ (t) = 0,475. Ïî òàáëèöå

íàõîäèì ïàðàìåòð t = 1,96.
Íàéäåì òî÷íîñòü îöåíêè

.37,0
100

1,891,96
   =⋅==

n

tσδ

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë òàêîâ:

δδ +<<− ÂÂ )( xXMx

èëè 6,15 � 0,37 < Ì (Õ) < 6,15 + 0,37 ⇔ 5,78 < Ì (Õ) < 6,52.
Íàäåæíîñòü γ  = 0,95 óêàçûâàåò, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíî äîñòà-

òî÷íî áîëüøîå ÷èñëî âûáîðîê, òî 95% èç íèõ îïðåäåëÿò òàêèå
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû, â êîòîðûõ ïàðàìåòð äåéñòâèòåëüíî
çàêëþ÷åí.

6.7. Ýëåìåíòû òåîðèè êîððåëÿöèè

Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç � øèðîêî èçâåñòíûé è ýôôåêòèâíûé
ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, ïîçâîëÿþùèé ïî ñîâîêóïíîñ-
òè çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé âûÿâëÿòü è îïèñûâàòü ñâÿçè ìåæäó ïî-
êàçàòåëÿìè.

Åñëè êàæäîìó çíà÷åíèþ âåëè÷èíû Õ ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî
çíà÷åíèé âåëè÷èíû Ó, íî ÷èñëî ýòèõ çíà÷åíèé, êàê è ñàìè çíà÷å-
íèÿ, îñòàåòñÿ íå âïîëíå îïðåäåëåííûì, òî òàêèå ñâÿçè íàçûâàþò-
ñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè. Íàïðèìåð, óðîâåíü ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðó-
äà íà ïðåäïðèÿòèÿõ òåì âûøå, ÷åì áîëüøå åãî ýëåêòðîâîîðóæåí-
íîñòü. Âìåñòå ñ òåì, íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé óòâåðæäàòü îá
îäíîçíà÷íîñòè ýòîé çàâèñèìîñòè.

Åñëè èçìåíåíèå îäíîé èç ïåðåìåííûõ ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìå-
íåíèÿìè óñëîâíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ äðóãîé ïåðåìåííîé âåëè-
÷èíû, òî òàêàÿ çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííîé.

Ïîä óñëîâíûì ñðåäíèì Xy  ïîäðàçóìåâàþò ñðåäíåå àðèôìåòè-
÷åñêîå çíà÷åíèé Ó, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ Õ = õ. Íàïðèìåð,
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ïóñòü  ïðè  õ1 = 2  âåëè÷èíà  Ó  ïðèíÿëà  çíà÷åíèÿ  ó1 = 5,  y2 = 6
è ó3 = 10. Òîãäà óñëîâíîå ñðåäíåå ðàâíî

.7
3

)1065(
2 =++=y

Êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòüþ Ó îò Õ íàçûâàþò ôóíêöèî-
íàëüíóþ çàâèñèìîñòü óñëîâíîé ñðåäíåé Õy  îò õ: ).(Õ xfy =  Ýòî
óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì ðåãðåññèè Ó íà Õ; ôóíê-
öèþ f (x) íàçûâàþò ðåãðåññèåé Ó íà Õ, à åå ãðàôèê � ëè-
íèåé ðåãðåññèè Ó íà Õ.

Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ðàññìàòðèâàåò äâå îñíîâíûå çàäà÷è.
Ïåðâàÿ çàäà÷à òåîðèè êîððåëÿöèè � óñòàíîâèòü ôîðìó êîð-

ðåëÿöèîííîé ñâÿçè, ò.å. âèä ôóíêöèè ðåãðåññèè (ëèíåéíàÿ, êâàä-
ðàòè÷íàÿ è ò.ä.).

Âòîðàÿ çàäà÷à òåîðèè êîððåëÿöèè � îöåíèòü òåñíîòó (ñèëó)
êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè.

Òåñíîòà êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè (çàâèñèìîñòè) Ó íà Õ îöåíèâà-
åòñÿ ïî âåëè÷èíå ðàññåèâàíèÿ çíà÷åíèé Ó âîêðóã óñëîâíîãî ñðåä-
íåãî. Áîëüøîå ðàññåèâàíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î ñëàáîé çàâèñèìîñ-
òè Ó îò Õ, ìàëîå ðàññåèâàíèå óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ñèëüíîé çàâè-
ñèìîñòè.

6.7.1. Îòûñêàíèå ïàðàìåòðîâ âûáîðî÷íîãî óðàâíåíèÿ
ïðÿìîé ëèíèè ðåãðåññèè

ïî íåñãðóïïèðîâàííûì äàííûì

Ïóñòü êîëè÷åñòâåííûå ïðèçíàêè Õ è Ó ñâÿçàíû ëèíåéíîé êîð-
ðåëÿöèîííîé òàáëèöåé è â ðåçóëüòàòå íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé
ïîëó÷åíû n ïàð ÷èñåë:

x
i

x
1

x
2

� x
n

y
i

y
1

y
2

� y
n

Âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ëèíèè ðåãðåññèè Ó  íà Õ âûáè-
ðàåì â âèäå:

ó = ρyx · x + Â.
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Ïàðàìåòðû ρyx è Â, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, èìåþò âèä:

.

 �  

     

 Â   ;
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2

1

2

1,11 1
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1
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111,
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n

i

n

i
ii

n

j
j

n

i
i

n

ji
ji

yx

xxn

yxxyx

xxn

yxyxn

ρ

Âåëè÷èíà 
y

x
yxr

σ
σρ=Â � íàçûâàåòñÿ âûáîðî÷íûì êîýôôèöèåí-

òîì êîððåëÿöèè. Îíà ñëóæèò äëÿ îöåíêè òåñíîòû ëèíåéíîé êîð-
ðåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè.

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿ-
öèè íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, ò.å. �1 ≤ rÂ ≤ 1.

Ñ âîçðàñòàíèåì | rÂ | ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ çàâèñèìîñòü ñòà-
íîâèòñÿ áîëåå òåñíîé è ïðè | rÂ | = 1 ïåðåõîäèò â ôóíêöèîíàëüíóþ.

6.7.2. Îòûñêàíèå ïàðàìåòðîâ âûáîðî÷íîãî óðàâíåíèÿ
ïðÿìîé ëèíèè ðåãðåññèè

ïî ñãðóïïèðîâàííûì äàííûì

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñïûòàíèé îäíî è òî æå çíà÷åíèå Õ ìî-
æåò âñòðåòèòüñÿ nx ðàç, îäíî è òî æ çíà÷åíèå Ó ìîæåò âñòðåòèòüñÿ
nó ðàç è îäíà è òà æå ïàðà ÷èñåë (x; y) ìîæåò âñòðåòèòüñÿ nxy ðàç,

ïðè÷åì  îáû÷íî  ∑ ∑∑ === nnnn xyyx     � îáúåì  âûáîðêè.

Ïîýòîìó  äàííûå  íàáëþäåíèé  ãðóïïèðóþò,  ò.å.  ïîäñ÷èòûâàþò
nx, ny, nxy. Âñå ñãðóïïèðîâàííûå äàííûå çàïèñûâàþò â âèäå òàá-
ëèöû, êîòîðóþ íàçûâàþò êîððåëÿöèîííîé.

Åñëè îáå ëèíèè ðåãðåññèè Ó íà Õ è Õ íà Ó � ïðÿìûå, òî êîð-
ðåëÿöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé.

Âûáîðî÷íîå  óðàâíåíèå  ïðÿìîé  ëèíèè  ðåãðåññèè  Ó   íà  Õ
èìååò âèä:

),(  ÂÂÂ xxryy
x

y
x −⋅=−

σ
σ

ãäå xy � óñëîâíàÿ ñðåäíÿÿ; Âx  è Ây  � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå ïðè-
çíàêîâ Õ è Ó; σ x è σ ó � âûáîðî÷íûå ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îò-
êëîíåíèÿ; rÂ � âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.
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Âûáîðî÷íîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ëèíèè ðåãðåñèè Õ íà Ó èìååò
âèä:

).(  ÂÂÂ yyrxx
y

x
y −⋅=−

σ
σ

Ñ÷èòàåì, ÷òî äàííûå íàáëþäåíèé íàä ïðèçíàêàìè Õ è Ó çàäà-
íû â âèäå êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè âàðèàí-
òàìè.

Òîãäà ïåðåõîäèì ê óñëîâíûì âàðèàíòàì:
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ãäå  Ñ1 � âàðèàíòà  ïðèçíàêà  Õ,  èìåþùàÿ  íàèáîëüøóþ  ÷àñòî-
òó;  Ñ 2 � âàðèàíòà  ïðèçíàêà  Ó,  èìåþùàÿ  íàèáîëüøóþ  ÷àñòî-
òó;  h1 � øàã  (ðàçíîñòü  ìåæäó  äâóìÿ  ñîñåäíèìè  âàðèàíòàìè  Õ);
h2 � øàã (ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè âàðèàíòàìè Y).

Òîãäà âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

.
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vu
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vuvun
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σσ
∑ −
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Âåëè÷èíû ,u   ,v  σu , σv  ìîãóò áûòü íàéäåíû ìåòîäîì ïðîèç-
âåäåíèé, ëèáî íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëàì

.)(  ;)(  ;    ;  2222 vvuu
n

vn
v

n

un
u vu

vu −=−=
⋅

=
⋅

= ∑∑ σσ

Çíàÿ ýòè âåëè÷èíû, íàéäåì ïàðàìåòðû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ
ðåãðåññèè, ïî ôîðìóëàì

.   ;   ;  ; 212211 vyux hhCvhyCuhx σσσσ ==+⋅=+⋅=
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ÐÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÊÎÍÒÐÎËÜÍÎÉ
ÐÀÁÎÒÛ ÏÎ ÐÀÇÄÅËÓ 6

12.1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

12.1.1. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ 6 îäèíàêîâûõ ïàð ïåð÷àòîê ÷åðíîãî
öâåòà è 4 îäèíàêîâûõ ïàðû ïåð÷àòîê áåæåâîãî öâåòà. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå íàóäà÷ó èçâëå÷åííûå ïåð÷àòêè îáðàçóþò
ïàðó.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñîáûòèå À � äâå èçâëå÷åííûå íàóäà÷ó
ïåð÷àòêè îáðàçóþò ïàðó; è ãèïîòåçû: Â1 � èçâëå÷åíà ïàðà ïåð÷à-
òîê ÷åðíîãî öâåòà, Â2 � èçâëå÷åíà ïàðà ïåð÷àòîê áåæåâîãî öâåòà,
Â3 � èçâëå÷åííûå ïåð÷àòêè ïàðó íå îáðàçóþò.

Âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû Â1  ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ ðàâíà ïðîèç-
âåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî ïåðâàÿ ïåð÷àòêà ÷åðíîãî öâåòà
è âòîðàÿ ïåð÷àòêà ÷åðíîãî öâåòà, ò.å.

.
95

33

19

11

20

12
)( ÷åð. 2÷åð. 11 =⋅=⋅= PPBP

Àíàëîãè÷íî, âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû Â2 ðàâíà:

.
95

14

19

7

20

8
)( áåæ. 2áåæ. 12 =⋅=⋅= PPBP

Òàê êàê ãèïîòåçû Â1, Â2 è Â3 ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáû-
òèé, òî âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû Â3 ðàâíà:

( ) .
95

48

95

14

95

33
1)( )( 1)( 213 =





 +−=+−= BPBPBP

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååì:

),()( )()( )()( )( 
321 321 APBPAPBPAPBPAP BBB ⋅+⋅+⋅=

ãäå )(
2

APB  åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðó îáðàçóþò äâå ÷åðíûå

ïåð÷àòêè è ;1)(
1

=APB  )(
2

APB  �  âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðó îá-

ðàçóþò äâå áåæåâûå ïåð÷àòêè è ;1)(
2

=APB  è, íàêîíåö, )(
3

APB  �

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðó îáðàçóþò ïåð÷àòêè ðàçíîãî öâåòà è
.0)(

3
=APB
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Ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

.
95

47
0

95

48
1

95

14
1

95

33
)( =⋅+⋅+⋅=ÀP

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå íàóäà÷ó èçâëå÷åí-

íûå ïåð÷àòêè îáðàçóþò ïàðó ðàâíà  .
95

47

12.1.2. Â óðíå íàõîäÿòñÿ 3 øàðà áåëîãî öâåòà è 5 øàðîâ ÷åðíî-
ãî öâåòà. Íàóäà÷ó ïî îäíîìó èçâëåêàþò 3 øàðà è ïîñëå êàæäîãî
èçâëå÷åíèÿ âîçâðàùàþò îáðàòíî â óðíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñðåäè èçâëå÷åííûõ øàðîâ îêàæåòñÿ:

à) ðîâíî äâà áåëûõ øàðà, á) íå ìåíå äâóõ áåëûõ øàðîâ.

Ðåøåíèå. Èìååì ñõåìó ñ âîçâðàùåíèåì, ò.å. êàæäûé ðàç ñîñòàâ
øàðîâ íå èçìåíÿåòñÿ:

à) ïðè èçâëå÷åíèè òðåõ øàðîâ äâà èç íèõ äîëæíû áûòü áåëû-
ìè, à îäèí ÷åðíûé. Ïðè ýòîì ÷åðíûé ìîæåò îêàçàòüñÿ èëè ïåð-
âûì, èëè âòîðûì, èëè òðåòüèì. Ïðèìåíÿÿ ñîâìåñòíî òåîðåìû ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, èìååì:

;
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 321321321

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= áá÷á÷á÷áá PPPPPPPPPP

á) âûíóòü íå ìåíåå äâóõ áåëûõ øàðîâ îçíà÷àåò, ÷òî áåëûõ øà-
ðîâ äîëæíî áûòü èëè äâà, èëè òðè:

.
512

162

8

3
 

8

3
 

8

3
  

512

135
512

135
)áåëûõ 3( )áåëûõ 2( )ìåíåå íå( 321

=⋅⋅+=

=⋅⋅+=+= ááá PPPPPP

12.1.3. Â óðíå íàõîäÿòñÿ 6 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Òðè øàðà
íàóäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàþòñÿ áåç âîçâðàùåíèÿ èõ â óðíó.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî òðåòèé ïî ñ÷åòó øàð îêàæåòñÿ áåëûì.

Ðåøåíèå. Åñëè òðåòèé ïî ñ÷åòó øàð äîëæåí áûòü áåëûì, òî
ïåðâûå äâà øàðà ìîãóò áûòü áåëûìè, èëè áåëûì è ÷åðíûì, èëè
÷åðíûì è áåëûì, èëè ÷åðíûìè, ò.å. èìåþòñÿ ÷åòûðå ãðóïïû íå-
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ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. Ïðèìåíÿÿ ê íèì òåîðåìó óìíîæåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé, ïîëó÷èì:

.
11

6

990

540
  

9

6
  

10

4
  

11

5
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)( 321321321321

==⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= á÷÷áá÷á÷áááá PPPPPPPPPPPPP

12.2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

12.2.1. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ
èìååò âèä:

xi �2 �1 0 m m + n

Pi 0,2 0,1 0,2 P4 P5

Íàéòè âåðîÿòíîñòè P4, P5 è äèñïåðñèþ D (x), åñëè ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå M (x) = �0,5 + 0,5 · m + 0,1 · n.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ∑ =1iP  èìååì P4 + P5 + 0,2 + 0,1 + 0,2 = 1

èëè P4 + P5 = 0,5.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ∑ ⋅= ii pxxÌ )( 

ïîëó÷èì:

�0,4 � 0,1 + m · P4 + (m + n) P5 = �0,5 + 0,5m + 0,1n,

èëè

m · P4 + (m + n) P5 = 0,5m + 0,1n,

èëè

m (P4 + P5) + nP5 = 0,5m + 0,1n.

Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè îòíîñèòåëüíî
P4 è P5  èìååì:

P4 = 0,4, P5 = 0,1.

Äèñïåðñèþ íàéäåì èç ôîðìóëû

D (x) = M (x2) � (M (x))2.



353

Íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû

M (x2) = (�2)2 · 0,2 + (�1)2 · 0,1 + 0 · 0,2 + m2 · 0,4 + (m + n)2 · 0,1 =

 =0,9 + 0,4 · m2 + 0,1 · (m + n)2.

Òîãäà

D (x) = (0,9 + 0,4 · m2 + 0,1 · (m + n)2) � (�0,5 + 0,5m + 0,1n)2 =

= 0,65 + 0,25m2 + 0,1 · m · n + 0,09 · n2 + 0,5 · m + 0,1 · n

Ñþäà ïîäñòàâëÿéòå ñâîè m è n è ïîëó÷àéòå ãîòîâûé îòâåò.
Îäíàêî, ñ ñàìîãî íà÷àëà ýòîé çàäà÷è áåðèòå ñâîè çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ m è n è ðåøàéòå.

12.2.2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû Õ èìååò âèä:
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Íàéòè: à) ïàðàìåòð à.

Èç óñëîâèÿ, ÷òî ∫
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èëè ;14
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=⋅a

îòêóäà à = 1.

á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Èç ñâîéñòâà ôóíêöèè ïëîòíîñòè f (x) èìååì:

. )( )( ∫
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x

dxxfxF

Ðàññìàòðèâàåì òðè èíòåðâàëà.
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Ïðè õ ≤ 4.

.0 0 )( =⋅= ∫
∞−

x

dxxF

Ïðè 4 < õ < 6.
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Ïðè õ ≥ 6.
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â) âåðîÿòíîñòü  ïîïàäàíèÿ  ñëó÷àéíîé  âåëè÷èíû  Õ  â  èíòåð-
âàë (5, 7).
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ã) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ì (x) è D (x).
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ä) ïîñòðîèì ôóíêöèè F (x) (ðèñ. 82) è f (x) (ðèñ. 83).
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12.2.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, X3 èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå,
áèíîìèàëüíîå  è  ïóàññîíîâñêîå  ðàñïðåäåëåíèÿ  ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéòè  âåðîÿòíîñòè  P (4 ≤ Xi ≤ 6), åñëè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
Ì (Xi) = 4, à äèñïåðñèÿ D (X2) = 2:

à) Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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Òàê êàê äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ P (n) = P · qn�1.

á) Äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Ì (X) = np è D (X) = npq





=
=

.2
,4

npq
np

Äåëèì îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå, ïîëó÷àåì

.8  è  
2

1

2

1
1  ,

2

1 ==−== npq

Ðèñ. 83

x

f (õ)

0 4 6

1
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Âåðîÿòíîñòü

P (4 ≤ X2 ≤ 6) = P4,8 + P5,8 + P6,8.

Ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè

mnmmnmm
nmn qP

mnm

n
qpCP −− ⋅

−
=⋅=

 ! )(! 

! 

èìååì

.
256

28
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256
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8,4
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P

P

P

Îêîí÷àòåëüíî

  .602,0 
256

154
  

256

28
   

256

56
   

256

70
 )64( 2 ==++=≤≤ XP

â) Äëÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ì (X) = D (X) = λ;    Ì (X3) = λ    è    λ = 4.

Âåðîÿòíîñòü

P (4 ≤ X3 ≤ 6) = P4,8 + P5,8 + P6,8.

Ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà

. 
! 

 
 

,
λλ −≈ e

m
P

m

nm

Òîãäà

.456,0
360

35
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5
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eeeeXP

12.2.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X4, X5, X6 èìåþò ðàâíîìåðíîå,
ïîêàçàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Íàé-
òè  âåðîÿòíîñòü P (2 < Xi < 6), åñëè ó ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
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ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è ñðåäíå êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ
ðàâíû 4:

à) Çàêîí  ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ  èìååò âèä:










>

≤<
−

≤

=

.ïðè0

,ïðè
1

,ïðè0

)(

bx

bxa
ab

ax

xf

Íàéäåì ïàðàìåòðû à è b èç óñëîâèÿ

.4
12

)(
)(   ;4

2
)( 2

2

=−==+= ab
XD

ab
XM

Èìååì ñèñòåìó





±=−
=+

.38
8

ab
ab

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó íàéäåì, ÷òî

.344,344

,344,344

22

11

+=−=
−=+=

ba

ba

Òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî à < b, òî

.344,344 +=−= ba

Òîãäà











+>

+≤<−

−≤

=

344ïðè0

344344ïðè
24

3

344ïðè0

)(

x

x

x

xf

Îïðåäåëÿåì èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü

.289,0
6

3
 )26( 

24

3
  

24

3
 

24

3
 )62( 

2

6
6

2

4 ==−=⋅==<< ∫ xdxXP

á) Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò âèä:





≥⋅
<= − .0ïðè

,0ïðè0
)(  xe

x
xf xλλ
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Äëÿ  ïîêàçàòåëüíîãî  ðàñïðåäåëåíèÿ   
1

)(
λ

=XM   è  .
1

)( 
λ

σ =X

Òîãäà .
4
1=λ

Îïðåäåëÿåì âåðîÿòíîñòü

.383,0223,0606,0

 
4

1
   �  

4

1
)62( 

5,15,02
1

2
3

2

6
4
1

4
1

4
1

6

2

6

2

5

=−=−=




 −−=

=−=




−==<<

−−−−

−−−

∫∫
eeee

exdedxeXP
xxx

â) Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â çàäàííûé èíòåðâàë íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

.  � )( 6 




 −Φ





 −Φ=<<

σ
α

σ
ββα aa

XP

Çäåñü a = M (X) = 4, σ = 4. Òîãäà

,383,01915,02

)5,0( 2)5,0(� )5,0( 
4

42
  �

4

46
 )62( 6

=⋅=

=Φ=Φ−Φ=




 −Φ





 −Φ=<< XP

ãäå ôóíêöèÿ Ëàïëàñà Φ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïî òàáëèöàì.

13. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

13.1. ×èñëåííàÿ îáðàáîòêà äàííûõ îäíîìåðíîé âûáîðêè

Âûáîðêà Õ îáúåìîì 100 èçìåðåíèé çàäàíà òàáëèöåé:

i 1 2 3 4 5 6 7

x
i

0,2 1,4 2,6 3,8 5 6,2 7,4

 jxm 5 13 25 25 19 10 3

ãäå xi � ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, 
ix

m  � ÷àñòîòû ñ êîòîðûìè âñòðå-
÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ xi.
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13.1.1 Ïîñòðîèòü ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò NmW
ixi /= .

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿÿ îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû 100// ixi mNmW
i

==
ïîëó÷àåì:

x
i

0,2 1,4 2,6 3,8 5 6,2 7,4

W
i

0,05 0,13 0,25 0,25 0,19 0,1 0,03

Ïîñòðîèì ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò (ðèñ. 84).

13.1.2. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå âûáîðî÷íîå X , âûáîðî÷íóþ äèñ-
ïåðñèþ Dx è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σx.

Ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ X , Dx è  σx âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ïðîèçâåäåíèé. Ââåäåì óñëîâíûå âàðèàíòû

,
)(

1

x

xi

h

cx
u

−
=

ãäå cx  � çíà÷åíèå õi, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ ÷àñòî-
òà, cx = 3,8, hx � øàã âûáîðêè, hx = 1,2.

Òîãäà, âû÷èñëÿÿ ui, ïîëó÷èì óñëîâíûé ðÿä:

u
i

-3 -2 -1 0 1 2 3

m
i

5 13 25 25 19 10 3

Ðèñ. 84

x

w
i

0,3 �

0,25 �

0,2 �

0,15 �

0,1 �

0,05 �

0,2      1,4      2,6      3,8      5       6,2      7,4
0
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Äëÿ ýòîãî ðÿäà ñîñòàâèì ðàñ÷åòíóþ òàáëèöó

i u
i

m
i

m
i
u

i
2
iium m

i
 (u

i
 + 1)2

1 -3 5 -15 45 20

2 -2 13 -26 52 13

3 -1 25 -25 25 0

4 0 25 0 0 25

5 1 19 19 19 76

6 2 10 20 40 90

7 3 3 9 27 48

Σ 100 �18 208 272

Ïðîâåðêà:

.272272,2)1( 22 =++=+ ∑ ∑∑∑ iiiiiii mumumum

Íàéäåì òåïåðü óñëîâíûå õàðàêòåðèñòèêè:

.43,1;048,2)(�;18,0� 2/12
2

====== ∑∑
uu

ii
u

ii
DU

N

um
D

N

um
U σ

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âàðèàöèîííîìó ðÿäó, ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâ xi = hxui + cx ïîëó÷àåì:

.72,1  ;949,2  ;58,3 2 =====+= uxxuxxxx hDhDcUhX σσ

13.1.3. Ïî êðèòåðèþ χ2 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðè  óðîâíå çíà÷èìîñòè
α = 0,05.

Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé χ2 (Ïèðñîíà) ïðè α = 0,05.

Â îñíîâå êðèòåðèÿ ëåæèò ñðàâíåíèå ÷àñòîò mi è òåîðåòè÷åñêèõ

÷àñòîò T
im , âû÷èñëåííûõ â ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Êðèòåðèé Ïèðñîíà íå ïîä-
òâåðæäàåò îäíîçíà÷íî ïðàâèëüíîñòü èëè íåïðàâèëüíîñòü ãèïî-
òåçû, à òîëüêî óñòàíàâëèâàåò åå ñîãëàñèå èëè íåñîãëàñèå ñ äàííû-
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ìè âûáîðêè ïðè äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ
âûáèðàåòñÿ âåëè÷èíà

.
)(

  
7

1

2
2 ∑

=

−
=

i
T
i

T
ii

m

mmχ

Åå çíà÷åíèå ñðàâíèâàþò ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ,2
êðχ  îïðå-

äåëÿåìûì ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöå çíà÷åíèé ïðè çàäàííîì
óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0,05  è ÷èñëå ñòåïåíåé ñâîáîäû k = p �1-r,
ãäå p � ÷èñëî èíòåðâàëîâ, r � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíî çàêîíà
ðàñïðåäåëåíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå p = 7; r = 2; k = 4.

Ïî òàáëèöå ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñ k = 7 � 2 � 1 = 4 ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè α = 0,05 íàõîäèì .49,92

êð =χ
Åñëè â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

,2
êð

2 χχ <  òî ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ ïðè äàííîì óðîâíå çíà÷èìîñ-
òè. Åñëè æå ,2

êð
2 χχ >  òî ãèïîòåçó îòâåðãàþò. Ïðèìåíèì êðèòåðèé

Ïèðñîíà ê äàííîé âûáîðêå. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ðàñ÷åòíóþ òàá-
ëèöó, íàõîäÿ òåîðåòè÷åñêèå ÷àñòîòû T

im  äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïî ôîðìóëå






 −⋅=
x

i

x

xT
i

XxNh
m

σ
ϕ

σ
 

ãäå 2/2

2

1
)( xez −⋅=

π
ϕ .

x
i

x

i
i

Xx
z

σ
−

= ϕ(z
i
) T

im m
i

T
ii mm  � T

i

T
ii

m

mm
2
)( −

0,2 �1,97 0,06 4,42 5 0,58 0,076

1,4 �1,27 0,20 13,73 13 �0,73 0,038

2,6 �0,57 0,37 26,15 25 �1,15 0,051

3,8 0,13 0,44 30,58 25 �5,58 1,017

5 0,82 0,31 21,94 19 �2,94 0,393

6,2 1,52 0,14 9,66 10 0,34 0,012

7,4 2,22 0,04 2,61 3 0,39 0,059

Σ 1,65
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Ñêëàäûâàÿ  ÷èñëà  ïîñëåäíåãî  ñòîëáöà  òàáëèöû,  ïîëó÷àåì
χ2 = 1,65.

Òàê êàê ,
2 2

êðχχ <  òî ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðèíèìàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñ óðîâíåì çíà÷èìîñòè a = 0,05 ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ðàñïðåäåëåíà ïî  íîðìàëüíîìó çà-

êîíó ñ ïàðàìåòðàìè ;58,3== Xa  σx = 1,72.

Îòâåò. X = 3,584; Dx = 2,949; σx = 1,72; ãèïîòåçà î íîðìàëü-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ïðèíèìàåòñÿ.

13.2. Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ðåãðåññèè

Äâóìåðíàÿ âûáîðêà ðåçóëüòàòîâ ñîâìåñòíûõ èçìåðåíèé ïðè-
çíàêîâ x è y îáúåìîì N = 100 èçìåðåíèé çàäàíà êîððåëÿöèîííîé
òàáëèöåé:

j 1 2 3 4 5
i

x
i

   yj 0,5 1,3 2,1 2,9 3,7
m

xi

1 0,2 2 3 5

2 1,4 3 8 2 13

3 2,6 9 16 25

4 3,8 15 10 25

5 5 9 10 19

6 6,2 3 6 1 10

7 7,4 1 2 3

m
yj

5 20 45 27 3 N = 100

13.2.1. Íàéòè Y  è σó äëÿ âûáîðêè

y
j

0,5 1,3 2,1 2,9 3,7

m
yj

5 20 45 27 3



364

Ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ Y , Dy è σó âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
ïðîèçâåäåíèé. Ââåäåì óñëîâíûå âàðèàíòû vj = (yj � cy) / hy, ãäå
cy � çíà÷åíèå yj, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ ÷àñòîòà,
cy = 2,1,  hy  � øàã âûáîðêè,  hy = 0,8.

Òîãäà, âû÷èñëÿÿ vj, ïîëó÷èì óñëîâíûé ðÿä:

v
j

�2 �1 0 1 2

m
j

5 20 45 27 3

Äëÿ ýòîãî ðÿäà ñîñòàâèì ðàñ÷åòíóþ òàáëèöó

j v
j

m
j

m
j
v

j
2
jj vm m

j 
(v

j
 + 1)2

1 �2 5 �10 20 5

2 �1 20 �20 20 0
3 0 45 0 0 45

4 1 27 27 27 108
5 2 3 6 12 27

Σ 100 3 79 185

Ïðîâåðêà:

, 2)1( 22 ∑ ∑∑ ++=+ jjjjjjj mvmvmvm  185 = 185.

Óñëîâíûå õàðàêòåðèñòèêè:

.89,0 

 ;789,0)(   ;03,0

2
1

2
2

==

=−=== ∑∑

vv

jj
v

jj

D

V
N

um
D

N

vm
V

σ

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîìó âàðèàöèîííîìó ðÿäó, ñ ïîìîùüþ
ðàâåíñòâ yj = hyvj + cy ïîëó÷àåì

.71,0

;505,0    ;12,2 2

==

===+=

vyy

vyyyy

h

DhDcVhY

σσ

13.2.2. Ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ðåãðåññèè Y íà Õ â âèäå

.baxyx +=  Óðàâíåíèå ïðÿìîé ðåãðåñèè Y íà Õ èìååò âèä:

).( Xx
r

Yy
x

y

x −⋅=−
σ
σ
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Çíà÷åíèÿ xi è ÷àñòîòû èõ ïîÿâëåíèÿ mxi
 ñîâïàäàþò ñ äàííûìè

äëÿ çàäà÷è 13.1.2.
Ñëåäîâàòåëüíî,

.72,1;584,3 == xX σ  

Çíà÷åíèÿ Y  è σy íàéäåíû â çàäà÷å 13.2.1: Y =2,12; σy =0,71.
Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

 ,
yx

YXYX
r

σσ
⋅−=

ãäå ∑∑
= =

=
7

1

5

1

. 
1

 
i j

iiij yxmXY
N

Äëÿ íàõîæäåíèÿ XY  âîñïîëüçóåìñÿ êîððåëÿöèîííîé òàáëèöåé

j 1 2 3 4 5

i x
i

0,5 1,3 2,1 2,9 3,7

1 0,2 2 3 5 0,98

2 1,4 3 8 2 13 22,54

3 2,6 9 16 25 117,78

4 3,8 15 10 25 229,9

5 5 9 10 19 239,5

6 6,2 3 6 1 10 169,88

7 7,4 1 2 3 76,22

jym 5 20 45 27 3 N = 100 Σ = 856,8

Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû XY  = 8,568.
Òàêèì îáðàçîì,

yx

YXXY
r

σσ
⋅−= = 0,78.

y
j

m
xi

∑
=

=
5

1j
jiij yxmXY
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé ðåãðåññèè Y íà X èìååò âèä:

.x
r

X
r

Yy
x

y

x

y
x σ

σ
σ
σ

+−=

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì:

 .324,096,0 xyx +=

13.2.3. Íà ãðàôèêå èçîáðàçèòü êîððåëÿöèîííîå ïîëå è ïîñòðî-

èòü ïðÿìóþ .baxyx +=
Ïîñòðîèì ãðàôèê ïðÿìîé ðåãðåññèè Y íà Õ (ðèñ. 85).

Íà ãðàôèêå ðÿäîì ñ òî÷êàìè óêàçàíû ÷àñòîòû èõ ïîÿâëåíèÿ.

Ðèñ. 85

0      1      2      3      4      5      6      7      8      9
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4 �
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2 �
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1 �
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0

y
x
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(1) (2)

(1)
(6)

(3)
(9)

(15)

(9)

(2) (3)
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q
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¬

¬

×××××

×××××

+

+

+
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ÐÀÇÄÅË 7

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ

Îñîáåííîñòüþ ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëîæ-
íûé õàðàêòåð ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè, õàðàêòåðèçóåìûé èçìåíåíè-
åì è áûñòðîé ñìåíÿåìîñòüþ óñëîâèé ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñ-
òè, ïðåäúÿâëåíèåì âûñîêèõ òðåáîâàíèé ê ìåòîäàì ïëàíèðîâàíèÿ
è õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Â ýòèõ óñëîâèÿõ èñïîëüçîâàíèå
ñåðüåçíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðè-
îáðåòàåò ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå ýêîíîìè÷åñêèõ ñèòóàöèé íà áàçå ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëü-
íîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò àâòîìàòèçèðîâàòü ñáîð è îáðàáîòêó ïåð-
âè÷íîé èíôîðìàöèè, âûäåëèòü îñíîâíûå ïàðàìåòðû, âëèÿþùèå
íà äåÿòåëüíîñòü ôèðìû, ðàññ÷èòàòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äåÿòåëü-
íîñòè (ïðîåêòèðîâàíèÿ) ôèðìû, îïðåäåëèòü íàèáîëåå öåëåñîîá-
ðàçíûå ìåðîïðèÿòèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìóþ ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðîèçâîäñòâà èëè ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà, è íà îñíîâå ýòèõ
äàííûõ ïðèíÿòü ðåøåíèå î âûáîðå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïî
óïðàâëåíèþ äåÿòåëüíîñòüþ ôèðìû (ôîðìû áèçíåñà).

Áîëüøèíñòâî îáúåêòîâ, èçó÷àåìûõ ýêîíîìè÷åñêîé íàóêîé,
ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî ïîíÿòèåì ñëîæíàÿ ñèñòåìà.

Ñëîæíîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âõîäÿùèõ â íåå
ýëåìåíòîâ, ñâÿçÿìè ìåæäó ýòèìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå âçàèìîîò-
íîøåíèÿìè ìåæäó ñèñòåìîé è ñðåäîé. Ýêîíîìèêà ñòðàíû îáëàäà-
åò âñåìè ïðèçíàêàìè î÷åíü ñëîæíûõ ñèñòåì. Îíà îáúåäèíÿåò îã-
ðîìíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îòëè÷àåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì âíóòðåííèõ
ñâÿçåé è ñâÿçåé ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè (ïðèðîäíàÿ ñðåäà, ýêîíîìè-
êà äðóãèõ ñòðàí è ò.ä.).

Ñëîæíîñòü ýêîíîìèêè èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáîñíîâà-
íèå íåâîçìîæíîñòè åå ìîäåëèðîâàíèÿ, èçó÷åíèÿ ñðåäñòâàìè ìàòå-
ìàòèêè. Íî òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ â ïðèíöèïå íåâåðíà. Ìîäåëèðî-
âàòü ìîæíî îáúåêò ëþáîé ïðèðîäû è ëþáîé ñëîæíîñòè. È êàê
ðàç ñëîæíûå îáúåêòû ïðåäñòàâëÿþò íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ìî-
äåëèðîâàíèÿ, èìåííî çäåñü ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò äàòü ðåçóëüòà-
òû, êîòîðûå íåëüçÿ ïîëó÷èòü äðóãèìè ñïîñîáàìè èññëåäîâàíèÿ.

Îñíîâîïîëàãàþùèì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýêîíîìèêå ÿâëÿåòñÿ íàïîëíåíèå ðàç-
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ðàáîòàííûõ ìîäåëåé êîíêðåòíîé è êà÷åñòâåííîé èíôîðìàöèåé.
Òî÷íîñòü è ïîëíîòà ïåðâè÷íîé èíôîðìàöèè, ðåàëüíûå âîçìîæ-
íîñòè åå ñáîðà è îáðàáîòêè âî ìíîãîì îïðåäåëÿþò âûáîð òèïîâ
ïðèêëàäíûõ ìîäåëåé.

Èñõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ èìååò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûé õàðàê-
òåð è ïðîèñõîæäåíèå è ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà äâå êàòåãîðèè: î
ïðîøëîì ðàçâèòèè è ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè îáúåêòîâ (ýêîíîìè-
÷åñêèå íàáëþäåíèÿ è èõ îáðàáîòêà) è î áóäóùåì ðàçâèòèè îáúåê-
òîâ, âêëþ÷àþùóþ äàííûå îá îæèäàåìûõ èçìåíåíèÿõ èõ âíóòðåí-
íèõ ïàðàìåòðîâ è âíåøíèõ óñëîâèé (ïðîãíîçû).

Ìåòîäû ýêîíîìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé è èñïîëüçîâàíèå ðåçóëü-
òàòîâ ýòèõ íàáëþäåíèé ðàçðàáàòûâàþòñÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêîé. Òàê êàê â ýêîíîìèêå ìíîãèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ ìàññî-
âûìè, òî ìîäåëèðîâàíèå äîëæíî îïèðàòüñÿ íà ìàññîâûå íàáëþ-
äåíèÿ. Ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè
âñëåäñòâèå èçìåí÷èâîñòè èõ ïàðàìåòðîâ è ñòðóêòóðíûõ îòíîøå-
íèé. Ïîýòîìó òàêèå ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû ñëåäóåò ïîñòîÿííî
äåðæàòü ïîä íàáëþäåíèåì, íåîáõîäèìî èìåòü óñòîé÷èâûé ïî-
òîê íîâûõ äàííûõ.

Ïîçíàíèå êîëè÷åñòâåííûõ îòíîøåíèé ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ è ÿâëåíèé îïèðàåòñÿ íà ýêîíîìè÷åñêèå èçìåðåíèÿ. Òî÷íîñòü
èçìåðåíèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðåäîïðåäåëÿåò è òî÷íîñòü
êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ïîñðåäñòâîì ìî-
äåëèðîâàíèÿ.

Ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû, ñîõðàíÿÿ õàðàêòåð ìàññîâûõ ïðî-
öåññîâ, îáÿçàòåëüíî âêëþ÷àþò ñëó÷àéíûå (ñòîõàñòè÷åñêèå) êîì-
ïîíåíòû. Íåïðåäâèäèìûå ñëó÷àéíîñòè ìîãóò áûòü âûçâàíû ïðè-
ðîäíûìè ÿâëåíèÿìè, èçìåíåíèÿìè â ìåæäóíàðîäíîé îáñòàíîâêå,
íàó÷íî-òåõíè÷åñêèìè îòêðûòèÿìè, ðàçëè÷íûìè ñóáúåêòèâíûìè
ôàêòîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ýêîíîìè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè èìå-
þò ñòîõàñòè÷åñêèé õàðàêòåð.

Äëÿ ìåòîäîëîãèè ïëàíèðîâàíèÿ âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ïîíÿ-
òèå íåîïðåäåëåííîñòè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ. Â èññëåäîâàíè-
ÿõ ïî ýêîíîìè÷åñêîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ è ïëàíèðîâàíèþ ðàçëè-
÷àþò äâà òèïà íåîïðåäåëåííîñòè: «èñòèííóþ», îáóñëîâëåííóþ
ñâîéñòâàìè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è «èíôîðìàöèîííóþ», ñâÿ-
çàííóþ ñ íåïîëíîòîé è íåòî÷íîñòüþ èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè îá
ýòèõ ïðîöåññàõ.

Ñëîæíîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé è äðóãèå, îò-
ìå÷åííûå âûøå îñîáåííîñòè ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, çàòðóäíÿþò
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íå òîëüêî ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, íî è ïðîâåðêó èõ
àäåêâàòíîñòè, èñòèííîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ýêîíîìèêå è äðóãèõ îáùåñòâåííûõ íàóêàõ òåçèñ «ïðàêòèêà �
êðèòåðèé èñòèíû» â áîëüøåé ñòåïåíè ïðèìåíèì ê ïðîñòûì äåñê-
ðèïòèâíûì ìîäåëÿì, èñïîëüçóåìûì äëÿ ïàññèâíîãî îïèñàíèÿ è
îáúÿñíåíèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîçäàíèå êîíñòðóêòèâíîé êîìïëåêñíîé
ìåòîäèêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùåé êàê îáúåêòèâíûå
îñîáåííîñòè ìîäåëèðóåìûõ îáúåêòîâ, òàê è îñîáåííîñòè èõ ïî-
çíàíèÿ, ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çà-
äà÷ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

7.1. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Òåîðèþ è ðåøåíèå çàäà÷ ñìîòðèòå â ó÷åáíèêå [17] ãë. 2 è ãë. 4.
Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå (ËÏ) èçó÷àåò âàæíóþ äëÿ ïðàê-

òèêè çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ýêñòðåìóìà ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè íàëè-
÷èè îãðàíè÷åíèé â âèäå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ èëè óðàâíåíèé.

Ñóùíîñòü ýòèõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èç ìíîæåñòâà
âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ èññëåäóåìîãî ýêîíîìè÷åñêîãî ïðîöåññà
âûáðàòü ïî êàêîìó-ëèáî ïðèçíàêó íàèëó÷øèé, èëè, êàê åãî íàçû-
âàþò, îïòèìàëüíûé âàðèàíò.

Â ýòîì ìåòîäå îáÿçàòåëåí ñïåöèàëüíûé ïîêàçàòåëü âûãîäíîñ-
òè ïëàíà, êîòîðûé íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì èëè êðèòåðèåì îïòè-
ìàëüíîñòè ïëàíà. ×àñòî ýòî ïðèáûëü, äîõîä, âàëîâûé ïðîäóêò,
ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ýôôåêòèâíîñòü. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ âûãîäíî,
÷òîáû ïîêàçàòåëü îïòèìàëüíîñòè áûë äëÿ âûáðàííîãî âàðèàíòà
ïëàíà ìàêñèìàëüíûì. Åñëè ïîêàçàòåëåì îïòèìàëüíîñòè ïëàíà
ñëóæàò èçäåðæêè, ñåáåñòîèìîñòü, êàïèòàëîâëîæåíèÿ èëè òðóäî-
åìêîñòü, òî íåîáõîäèìî ïëàíèðîâàòü òàê, ÷òîáû ïîêàçàòåëü îï-
òèìàëüíîñòè äëÿ âûáðàííîãî ïëàíà áûë ìèíèìàëüíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ÿñíî, ÷òî öåëü, êîòîðóþ ìû ñòàâèì ïåðåä ñî-
áîé çàêëþ÷àåòñÿ â ìàêñèìèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî
êîëè÷åñòâà ñðåäñòâ (äåíåã, ñûðüÿ, îáîðóäîâàíèÿ, ïðîäóêòîâ ïèòà-
íèÿ è ò. ä.), êîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé
ôîðìû íåêîòîðîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Ìíîæåñòâî  âîçìîæíûõ  âàðèàíòîâ,  èç  êîòîðûõ  âûáèðà-
åòñÿ îïòèìàëüíûé ïëàí, âñåãäà îãðàíè÷åíî (ðåñóðñàìè ñûðüÿ, íà-
ëè÷èåì ðàáî÷åé ñèëû, êîëè÷åñòâîì îáîðóäîâàíèÿ è ò.ï.). Ïîýòî-
ìó êàæäûé èç ðàññìàòðèâàåìûõ âàðèàíòîâ äîëæåí áûòü äîïóñ-
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òèìûì ïëàíîì, óäîâëåòâîðÿþùèì èìåþùèìñÿ îãðàíè÷åíèÿì.
Ïîêàçàòåëü îïòèìàëüíîñòè ïëàíà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé
Z = f (x) ïëàíà Õ. Ïîýòîìó çàäà÷à îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ïëàíà
ñâîäèòñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ýòîé
ôóíêöèè.

Ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî ðàçáèòü
íà òðè ýòàïà: 1) ïîñòðîåíèå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè;
2) íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ îäíèì èç ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ; 3) ïðàêòè÷åñêîå âíåäðåíèå â íàðîäíîå õîçÿéñòâî.

Ïîñòðîåíèå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîñòîèò â ñî-
çäàíèè óïðîùåííîé ýêîíîìè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé â ñõåìàòè-
÷åñêîé ôîðìå îòðàæåíà ñóùíîñòü èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì
îñîáîå âíèìàíèå äîëæíî áûòü óäåëåíî îòðàæåíèþ â ìîäåëè âñåõ
ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé çàäà÷è è ó÷åòó âñåõ îãðàíè÷èâàþùèõ
óñëîâèé, êîòîðûå ìîãóò ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò. Çàòåì îïðåäåëÿ-
þò öåëü ðåøåíèÿ, âûáèðàþò êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè è äàþò ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è.

7.1.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè

Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ äâóõ âèäîâ èçäåëèé I è II èñïîëüçóþòñÿ òðè
âèäà ñûðüÿ.

Íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû èçäåëèÿ I òðåáóåòñÿ çàòðàòèòü ñû-
ðüÿ ïåðâîãî âèäà 13 êã, ñûðüÿ âòîðîãî âèäà � 32 êã, ñûðüÿ òðåòüå-
ãî âèäà � 58 êã.

Íà ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû èçäåëèÿ II òðåáóåòñÿ çàòðàòèòü ñû-
ðüÿ ïåðâîãî âèäà 24 êã, ñûðüÿ âòîðîãî âèäà � 32 êã è ñûðüÿ òðå-
òüåãî âèäà � 29 êã.

Ïðîèçâîäñòâî îáåñïå÷åíî ñûðüåì ïåðâîãî âèäà â êîëè÷åñòâå
312 êã, ñûðüåì âòîðîãî âèäà � 480 êã, ñûðüåì òðåòüåãî âèäà �
696 êã.

Ïðèáûëü îò ðåàëèçàöèè åäèíèöû ãîòîâîãî èçäåëèÿ I ñîñòàâ-
ëÿåò 4 óñë. åä., à èçäåëèÿ II � 3 óñë. åä.

Òðåáóåòñÿ ñîñòàâèòü ïëàí ïðîèçâîäñòâà èçäåëèé I è II, îáåñïå-
÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü îò èõ ðåàëèçàöèè, åñëè çàðà-
íåå ïëàíèðóåòñÿ èçãîòîâëåíèå íå ìåíåå 10 åäèíèö èçäåëèé I è II.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è. Åñëè çà
õ1 âçÿòü êîëè÷åñòâî èçäåëèé I, ïëàíèðóåìûõ ê âûïóñêó, à çà õ2 �
êîëè÷åñòâî èçäåëèé II, òî ïîëó÷èì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.
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Ïðè îãðàíè÷åíèÿõ











≥≥
≥+

≤+
≤+
≤+

,0  ,0
,10

,6962958
,4803232
,3122413

21

21

21

21

21

xx
xx

xx
xx
xx

(7.1)

íàéòè ìàêñèìóì ëèíåéíîé ôóíêöèè

Z = 4x1 + 3x2. (7.2)

Ãåîìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è

Ïîñêîëüêó çàäà÷à äâóõìåðíàÿ, òî åå ìîæíî ðåøèòü ãðàôè÷åñêè.
Ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé (7.1) äàåò ìíîãîóãîëüíèê ðåøåíèé. Äëÿ

åãî ïîñòðîåíèÿ ïðîâîäèì ïðÿìûå, ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíèöàìè ìíî-
ãîóãîëüíèêà è ñ ïîìîùüþ ïðîáíîé òî÷êè, íàïðèìåð (0; 0), îïðå-
äåëèì ïîëóïëîñêîñòè, çàäàâàåìûå ýòèìè ïðÿìûìè (ðèñ. 86):

l1: 13x1 + 24x2 = 312,
l2: 32x1 + 32x2 = 480,
l3: 58x1 + 29x2 = 696,
l4: x1 + x2 = 10.

Â ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïëîñêîñòåé ïîëó÷èì øå-
ñòèóãîëüíèê ABCDEF.

Ðèñ. 86

12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234
12345678901234

z = z
maxz = 0

x
2

x
10 10 12 15 24

E

•

• •     

•

F

D

B

C

A

•

•
l
4

l
1

l
2

24

15

13

10

l
3

n = (4
; 3

)
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ max z ïîñòðîèì èç íà÷àëà êîîðäèíàò âåêòîð
)3  ;4(=n  è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ åìó ëèíèþ óðîâíÿ z = 0, ò.å. ïðÿ-

ìóþ 4x1 + 3x2 = 0.
Äàëåå ïåðåäâèãàåì ëèíèþ óðîâíÿ z = const â íàïðàâëåíèè âîç-

ðàñòàíèÿ z, ò.å. ïàðàëëåëüíî ñàìîé ñåáå â íàïðàâëåíèè âåêòîðà n .
Â ïîñëåäíåé ïåðåñåêàåìîé âåðøèíå D ïîëó÷àåì íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå z. Âåðøèíà D � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l2 è l3.

Íàõîäèì êîîðäèíàòû òî÷êè D èç ñèñòåìû:









=+
=+

=+
=+

.242
,15

,6962958
,4803232

21

21

21

21
xx
xx

xx
xx

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàéäåì, ÷òî õ1 = 9, õ2 = 6, ò.å. D (9; 6) è ïðè
ýòîì z = 4 · 9 + 3 · 6 = 54 (óñë. åä.).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèìïëåêñ � ìåòîäîì ïðèâåäåì ñèñòåìó
îãðàíè÷åíèé (7.1) ê ôîðìå ðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ íåîòðèöàòåëüíûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ yi (i = 1, 2, 3, 4):











=+
=+
=++
=++

=++

,03�4�
,10���

,242
,15

,3122413

21

421

321

221

121

Zxx
yxx
yxx
yxx

yxx

(7.3)

ïðè ýòîì xj ≥ 0 (j = 1, 2);  yi ≥ 0 (i = 1, 2, 3, 4).
Çàïèñûâàåì ñèñòåìó ñ ïîìîùüþ óêîðî÷åííûõ òàáëèö (òàáë. 7.1).

Ò à á ë è ö à  7.1

õ
1

õ
2

1

y
1

13 24 = 312

y
2

1 1 = 15

y
3

2 1 = 24

y
4

�1 �1 = �10

Z �4 �3 = 0

Òàê êàê â I � ñòîëáöå åñòü îòðèöàòåëüíûé ýëåìåíò, òî åãî íóæ-
íî ñäåëàòü ïîëîæèòåëüíûì. Âûáèðàåì ó4 � ñòðîêó ñ îòðèöàòåëü-
íûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì «�10».
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Â ýòîé æå ñòðîêå åñòü îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, âûáèðàåì êà-
êîé-íèáóäü èç íèõ, íàïðèìåð, «�1» â õ1 � ñòîëáöå. È õ1 � ñòîë-
áåö ïðèíèìàåì â êà÷åñòâå ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà.

Äåëèì ñâîáîäíûå ÷ëåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ðàçðå-
øàþùåãî ñòîëáöà, ïîëó÷àåì {24, 15, 12, 10} è íàèìåíüøåå ïîëî-
æèòåëüíîå îòíîøåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçðåøàþùåé ñòðî-
êå, ñëåäîâàòåëüíî, ó4 � ñòðîêà ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøàþùåé, à ýëåìåíò
�1  ðàçðåøàþùèì ýëåìåíòîì. Ñîâåðøàåì øàã ìîäèôèöèðîâàí-
íîãî æîðäàíîâà èñêëþ÷åíèÿ (ØÌÆÈ) ñ ðàçðåøàþùèì ýëåìåí-
òîì   �1  ïî ïðàâèëó:

1) íà ìåñòå ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà ñòîèò âåëè÷èíà åìó îá-
ðàòíàÿ;

2) ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåé ñòðîêè äåëÿòñÿ íà ðàçðåøàþùèé
ýëåìåíò;

3) ýëåìåíòû ðàçðåøàþùåãî ñòîëáöà äåëÿòñÿ íà ðàçðåøàþùèé
ýëåìåíò è çíàê ìåíÿåòñÿ;

4) îñòàëüíûå ýëåìåíòû íîâîé òàáëèöû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå
ïðÿìîóãîëüíèêà [17, ñòð. 52]:

.
ýëåìåíò éðàçðåøàþùè

ñòîëáöà ðàçð.
ýëåì. ñîîòâåò.

ñòðîêè ðàçð.
ýëåì. ñîîòâåò.

ýëåìåíòû
ñòàðûå

ýëåìåíòû
íîâûå

⋅
−=

Ïîëó÷àåì òàáë. 7.2, ïðè ýòîì ïåðåìåííûå õ1 è y4 ìåíÿþòñÿ
ìåñòàìè. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû â I �
ñòîëáöå íå îòðèöàòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíî îïîðíîå ðå-
øåíèå: õ1 = 10, õ2 = 0, y1 = 182, y2 = 5, y3 = 4, y4 = 0, Z = 40. Ãåîìåò-
ðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â âåðøèíå F (10;0) ìíî-
ãîóãîëüíèêà ðåøåíèé ABCDEF.

Ò à á ë è ö à  7.2

y
4

õ
2

1

y
1

13 11 = 182

y
2

1 0 = 5

y
3

2 �1 = 4

x
1

�1 1 = 10

Z �4 1 = 40
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Ýòî ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì, òàê êàê â Z � ñòðîêå
èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôèöèåíò, óëó÷øàåì ïëàí.

Âûáèðàåì ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò ïî ïðàâèëó: âûáèðàåì ñòîë-
áåö ñ íàèìåíüøèì îòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì â z-ñòðîêå � ðàçðå-
øàþùèé ñòîëáåö, äåëèì ñâîáîäíûå ÷ëåíû â I-ñòîëáöå íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû è íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå îòíîøå-
íèå ñîîòâåòñòâóåò ðàçðåøàþùåé ñòðîêå. Íà ïåðåñå÷åíèè ñòîèò
ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò   2 . Ñîâåðøàÿ ØÌÆÈ ñ ðàçðåøàþùèì
ýëåìåíòîì   2   ïî âûøå ïðèâåäåííîìó ïðàâèëó, ïîëó÷àåì òàáë. 7.3.

Ò à á ë è ö à  7.3

y
3

õ
2

1

y
1 2

13
�

2

35
= 156

y
2 2

1
�

2

1
− = 3

y
4 2

1

2

1
− = 2

x
1 2

1

2

1
= 12

Z 2 �1 = 48

Ðåøåíèå,  ïîëó÷àåìîå  èç  òàáë.  7.3,  òàêæå  íå  ÿâëÿåòñÿ  îïòè-
ìàëüíûì,  òàê  êàê  â  Z-ñòðîêå èìååòñÿ îòðèöàòåëüíûé êîýôôè-

öèåíò. Îïðåäåëÿÿ  èç  òàáë.  7.3  ðàçðåøàþùèé  ýëåìåíò  
2

1
  è

Ò à á ë è ö à  7.4

y
3

y
2

1

y
1

11 �35 = 51

x
2

�1 2 = 6

y
4

0 1 = 5

x
1

1 �1 = 9

Z 1 2 = 54
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ñîâåðøàÿ ØÌÆÈ, ïðèõîäèì ê òàáë. 7.4, â êîòîðîé âñå êîýôôèöè-
åíòû  â  Z-ñòðîêå  íåîòðèöàòåëüíû,  à,  ñëåäîâàòåëüíî,  max  Z  óæå
äîñòèãíóò è åìó ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå õ1 = 9, õ2 = 6, ïðè ýòîì
Zmax = 54 (óñë. åä.).

Îòâåò: ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü Z = 54 (óñë. åä.) äîñòèãàåòñÿ ïðè
èçãîòîâëåíèè 9 åäèíèö èçäåëèé I è 6 åäèíèö èçäåëèé II.

7.1.2. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Ýòî  çàäà÷à  î  íàèáîëåå  ýêîíîìíîì  ïëàíå  ïåðåâîçîê  îäíî-
ðîäíîãî èëè âçàèìîçàìåíÿåìîãî ïðîäóêòà èç ïóíêòîâ ïðîèçâîä-
ñòâà (ñòàíöèé îòïðàâëåíèÿ) â ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ (ñòàíöèè íà-
çíà÷åíèÿ).

Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé ÷àñòíîé ìîäåëüþ
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìåþùåé îáøèðíûå ïðàêòè÷åñêèå
ïðèëîæåíèÿ íå òîëüêî ê ïðîáëåìàì òðàíñïîðòà. Îñîáî âàæíîå
çíà÷åíèå îíà èìååò â äåëå ðàöèîíàëèçàöèè ïîñòàâîê âàæíåéøèõ
âèäîâ ïðîìûøëåííîé è ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ïðîäóêöèè, à òàê-
æå îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ãðóçîïîòîêîâ è ðàáîòû ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ òðàíñïîðòà.

7.1.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
è åå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Íåêîòîðûé îäíîðîäíûé ïðîäóêò ïðîèçâîäèòñÿ â m ïóíêòàõ
ïðîèçâîäñòâà À1, À2, �, Àm. Çàäàí îáúåì ïðîèçâîäñòâà ài ïóíêòà

).,1( miAi    =  Ïðîèçâåäåííûé ïðîäóêò äîëæåí áûòü ïåðåâåçåí â n
ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ B1, B2, �, Bn. Èçâåñòåí ñïðîñ bj ïóíêòà

),1( njB j = . Çàäàíû òàêæå òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè Ñij, ñâÿçàííûå
ñ ïåðåâîçêîé åäèíèöû ïðîäóêòà èç ïóíêòà Ài â ïóíêò Âj. Òðåáóåò-
ñÿ ñîñòàâèòü ïëàí ïåðåâîçîê, îáåñïå÷èâàþùèé ïðè ìèíèìàëüíûõ
òðàíñïîðòíûõ ðàñõîäàõ (èçäåðæêàõ) óäîâëåòâîðåíèÿ ñïðîñà âñåõ
ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ çà ñ÷åò ïðîäóêòà, ïðîèçâåäåííîãî âî âñåõ
ïóíêòàõ ïðîèçâîäñòâà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç õij êîëè÷åñòâî åäèíèö ãðóçà, çàïëàíèðîâàí-
íûõ ê ïåðåâîçêå îò i-ãî ïîñòàâùèêà ê j-ìó ïîòðåáèòåëþ. Òîãäà óñ-
ëîâèå çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â âèäå òàáë. 7.5, êîòîðóþ â äàëüíåé-
øåì áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ïëàíèðîâàíèÿ.
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Ò à á ë è ö à  7.5
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Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà òðàíñïîðòíîé çàäà-
÷è ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôîðìû

∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xCZ

1 1

(7.4)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

 ∑
=

==
n

j
iij miax

1

,,1  , (7.5)

(îãðàíè÷åíèÿ ïî çàïàñàì),

 ∑
=

==
n

j
jij njbx

1

,,1  , (7.6)

(îãðàíè÷åíèÿ ïî ïîòðåáíîñòÿì),

xij ≥ 0. (7.7)

Ðàçëè÷àþò çàäà÷è ñ çàêðûòîé ìîäåëüþ, êîãäà ∑ ∑= ji ba  è

îòêðûòîé ìîäåëüþ, êîãäà ∑ ∑≠ ji ba , ò.å. áàëàíñ ìåæäó çàïàñà-

ìè è ïîòðåáíîñòÿìè îòñóòñòâóåò.

Ïîñòàâùèêè      Çàïàñû
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Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñóììàðíûõ çàïàñîâ ñóììàð-

íûì ïîòðåáíîñòÿì, ò.å. .
11

∑∑
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îòïðàâëåíèÿ ñ çàïàñàìè ãðóçà ∑∑
==

+ −=
m
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i

n

j
jm aba

11
1  è ïðèíèìàþò

cm+1,j = 0, . ,1 nj =
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çàäà÷è îòíîñèòñÿ ê çàäà-

÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà ñèìïëåêñ-
íûì ìåòîäîì. Îäíàêî ââèäó èñêëþ÷èòåëüíîé ïðàêòè÷åñêîé âàæíî-
ñòè ýòîé çàäà÷è è ñïåöèôèêè îãðàíè÷åíèé (7.5) � (7.7): îãðàíè÷åíèÿ
çàäàíû â âèäå óðàâíåíèé; êàæäàÿ íåèçâåñòíàÿ âõîäèò ëèøü â äâà óðàâ-
íåíèÿ, êîýôôèöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ � åäèíèöû, äëÿ åå ðåøåíèÿ
ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìû. Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîòåíöèàëîâ.

Ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà:
1. Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî äîïóñòèìîãî áàçèñíîãî ðåøåíèÿ (ïåð-

âîãî îïîðíîãî ïëàíà) � ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñòàâîê.
2. Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé (øàãîâ), óëó÷øà-

þùèõ îïîðíûå ïëàíû (êàæäûé íîâûé ïëàí íå äîëæåí óâåëè÷è-
âàòü ñóììàðíûå çàòðàòû).

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî ýòàïà øàãè âòîðîãî ýòàïà ïðîâî-
äÿòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ïîñòàâîê.

7.1.2.2. Ïîñòðîåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî îïîðíîãî ïëàíà

Ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïåðâîãî îïîðíîãî ïëàíà.
Ïëàí ñîñòàâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì çàïîëíåíèåì ïî îäíîé

êëåòêå â òàáëèöå ïåðåâîçîê òàê, ÷òî êàæäûé ðàç ëèáî ïîëíîñòüþ
óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïîòðåáíîñòü îäíîãî èç ïîòðåáèòåëåé, ëèáî ïîë-
íîñòüþ ââîçèòñÿ ãðóç îò íåêîòîðîãî ïîñòàâùèêà. Â òåîðèè äîêà-
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çûâàåòñÿ, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé (èç m + n
óðàâíåíèé ñ mn ïåðåìåííûìè) â óñëîâèÿõ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è
èìååò m + n � 1 áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ (åå ðàíã ðàâåí m + n � 1),
ïîýòîìó, ñîâåðøèâ m + n � 1 óêàçàííûõ øàãîâ, ïîëó÷èì ïåðâûé
îïîðíûé ïëàí. Ðàçëè÷èå äâóõ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ ïåðâîãî îïîð-
íîãî ïëàíà ñîñòîèò â ðàçëè÷èè ñïîñîáîâ âûáîðà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè çàïîëíåíèÿ êëåòîê.

Äèàãîíàëüíûé ìåòîä èëè ìåòîä ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà. Ïðè
ýòîì ìåòîäå íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ ïåðâîãî îïîðíîãî ïëà-
íà çàïîëíÿåòñÿ âåðõíÿÿ ëåâàÿ êëåòêà («ñåâåðî-çàïàäíûé óãîë»)
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè òàáëèöû. Ïðè òàêîì ìåòîäå çàïîëíåíèå òàá-
ëèöû íà÷èíàåòñÿ ñ êëåòêè ïåðåìåííîãî õ11 è çàêàí÷èâàåòñÿ â
êëåòêå íåèçâåñòíîãî õmn, ò.å. èäåò êàê áû ïî äèàãîíàëè òàáëèöû
ïåðåâîçîê.

Ìåòîä íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè. Èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå,
ïîñòðîåííîå äèàãîíàëüíûì ìåòîäîì, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ
âåñüìà äàëåêèì îò îïòèìàëüíîãî, òàê êàê ïðè åãî îïðåäåëåíèè
ñîâåðøåííî èãíîðèðóþòñÿ âåëè÷èíû çàòðàò ñij. Ïîýòîìó òðåáó-
þòñÿ â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ ìíîãî èòåðàöèé äëÿ äîñòèæåíèÿ îï-
òèìàëüíîãî ïëàíà. ×èñëî èòåðàöèé ìîæíî ñîêðàòèòü, åñëè èñõîä-
íûé ïëàí ñòðîèòü ïî áîëåå ðàöèîíàëüíîìó ïðàâèëó «ìèíèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà». Ñóùíîñòü åãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå
çàïîëíÿåòñÿ êëåòêà ñ íàèìåíüøåé âåëè÷èíîé ñij. Åñëè òàêàÿ êëåò-
êà íå åäèíñòâåííàÿ, òî ëó÷øå çàïîëíÿòü òó, ïî âåðòèêàëè èëè ãî-
ðèçîíòàëè êîòîðîé âñòðå÷àþòñÿ áîëüøèå ñij, à â ïðèíöèïå çàïîë-
íÿåòñÿ ëþáàÿ èç íèõ.

Ïóñòü ýòî áóäåò êëåòêà (i, j). Çàïèøåì â ýòó êëåòêó õij = min (ai, bj).
Åñëè ai < bj, òî çàïàñû ïîñòàâùèêà Ài èñ÷åðïàíû, à ïîòðåáíîñòü Âj

ñòàëà .ijj abb −=′  Ïîýòîìó, íå ïðèíèìàÿ áîëåå âî âíèìàíèå i-þ

ñòðîêó, ñíîâà èùåì êëåòêó ñ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ ïåðåâîçîê
è çàïîëíÿåì åå ñ ó÷åòîì èçìåíèâøèõñÿ ïîòðåáíîñòåé. Äëÿ ñëó÷àÿ
ai > bj èç ðàññìîòðåíèÿ èñêëþ÷àåòñÿ j-é ñòîëáåö, à çàïàñû Ài ïîëà-
ãàþòñÿ ðàâíûìè .jii baa −=′  Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð,
ïîêà âñå çàïàñû íå áóäóò èñ÷åðïàíû, à âñå ïîòðåáíîñòè � óäîâ-
ëåòâîðåíû. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè íàëè÷èè â òàáëèöå
êëåòîê ñ îäèíàêîâûìè òàðèôàìè, ïëàíû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ýòîãî ìåòîäà, ìîãóò áûòü ðàçíûìè, îäíàêî îíè, íåñîìíåííî, áëè-
æå ê îïòèìàëüíîìó, ÷åì ïëàí, ñîñòàâëåííûé ïî ìåòîäó ñåâåðî-
çàïàäíîãî óãëà.
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó îïòèìàëüíîñòè ïëàíîâ è ñïî-
ñîáàì èõ óëó÷øåíèÿ, âûÿñíèì, êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíû óäîâ-
ëåòâîðÿòü ñîñòàâëÿåìûå ïëàíû. Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê ñèñòåìå îã-
ðàíè÷åíèé (7.5) � (7.7). Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé
òðåáóåò, ÷òîáû ñóììà ýëåìåíòîâ ïëàíà ïî i-é ñòðîêå ðàâíÿëàñü ài,

;  ,1 mi =  à âòîðàÿ ãðóïïà � ÷òîáû ñóììà ýëåìåíòîâ ïî j-ìó ñòîëá-

öó áûëà ðàâíà bj, .  ,1 nj =  Óñëîâèå çàêðûòîñòè ìîäåëè òðàíñïîðò-
íîé çàäà÷è îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè m + n óðàâíåíèé ñèñòåìû îãðàíè-
÷åíèé íåçàâèñèìûõ òîëüêî m + n � 1, ïîýòîìó â ëþáîì áàçèñíîì
ðåøåíèè ýòîé ñèñòåìû äîëæíî áûòü m + n � 1 áàçèñíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Ïîñêîëüêó ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå â òàêîì ðåøåíèè ðàâíû
íóëþ, òî â òðàíñïîðòíîé òàáëèöå èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ïóñ-
òûå êëåòè.

Êëåòêè òàáëèöû, â êîòîðûõ çàïèñàíû îòëè÷íûå îò íóëÿ ïåðå-
âîçêè, íàçûâàþòñÿ áàçèñíûìè, à îñòàëüíûå (ïóñòûå) � ñâîáîä-
íûìè.

Â òåîðèè äîêàçàíî, ÷òî áàçèñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû îãðàíè÷å-
íèé  (7.5) � (7.7)  â  óñëîâèÿõ  òðàíñïîðòíîé  çàäà÷è  äîëæíî  èìåòü
m + n � 1 áàçèñíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïëàí íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì, åñëè êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ
êëåòîê â íåì ìåíüøå, ÷åì m + n � 1.

Åñëè íà êàêîì-òî ýòàïå ðåøåíèÿ ïîëó÷èëñÿ âûðîæäåííûé
ïëàí, òî åãî íåîáõîäèìî ïîïîëíèòü, ïðîñòàâèâ â íåäîñòàþùåì
÷èñëå êëåòîê 0 è òåì ñàìûì îáúÿâèâ èõ áàçèñíûìè. Ïîñêîëüêó
ýòèì äîïîëíèòåëüíûì êëåòêàì áóäóò îòâå÷àòü íóëåâûå ïåðåâîç-
êè, òî îáùèé áàëàíñ è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê ïëàíà ïðè
ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Îäíàêî ïðîâîäèòü ïîïîëíåíèå ïëàíà, âûáè-
ðàÿ êëåòêè ïðîèçâîëüíî, íåëüçÿ. Ïðèâåäåì óñëîâèÿ, êîòîðûì äîë-
æåí ñîîòâåòñòâîâàòü ïîïîëíåííûé ïëàí.

Öèêëîì â òðàíñïîðòíîé òàáëèöå íàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî êëå-
òîê, ñîåäèíåííûõ çàìêíóòîé ëîìàíîé ëèíèåé òàê, ÷òîáû äâå ñî-
ñåäíèå âåðøèíû ëîìàíîé áûëè ðàñïîëîæåíû ëèáî â îäíîé ñòðî-
êå, ëèáî â îäíîì ñòîëáöå. Ëîìàíàÿ ìîæåò èìåòü òî÷êè ñàìîïåðå-
ñå÷åíèÿ, íî íå â êëåòêàõ öèêëà.

Ïëàí íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêèì, åñëè åãî áàçèñíûå êëåòêè íå
ñîäåðæàò öèêëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ïëàíû ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè,
ïîýòîìó è ïåðâîíà÷àëüíûé ïëàí òàêæå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ýòî-
ìó òðåáîâàíèþ. Çàìåòèì, ÷òî ïëàíû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìå-
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òîäîâ ñåâåðî-çàïàäíîãî óãëà è íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè, àöèêëè-
÷åñêèå. Îäíàêî åñëè ïëàí îêàçàëñÿ âûðîæäåííûì, òî ïðè åãî ïî-
ïîëíåíèè òðåáîâàíèå àöèêëè÷íîñòè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü.

7.1.2.3. Îïòèìàëüíîñòü áàçèñíîãî ðåøåíèÿ.
Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ

Ïîëó÷èâ ïåðâûé îïîðíûé ïëàí, ñëåäóåò ïðîâåðèòü åãî îïòè-
ìàëüíîñòü è, åñëè òðåáóåòñÿ, ïåðåéòè ê íîâîìó îïîðíîìó ïëàíó ñ
ëó÷øèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè Z. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿþò ìå-
òîä ïîòåíöèàëîâ. Êàæäîìó ïîñòàâùèêó Ài è êàæäîìó ïîòðåáèòå-
ëþ Âj ñîïîñòàâëÿþò, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíû Ui è Vj � ïîòåí-
öèàëû ýòèõ ïóíêòîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íåêîòîðûé îïîðíûé ïëàí ||*|| * ijxX =  òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷è áûë îïòèìàëüíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû åìó ñîîòâåòñòâîâàëà ñèñòåìà èç (m + n) ÷èñåë ,*
iU  ,*

jV  óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

Cij � (Ui + Vj) = 0   äëÿ    xij ≥ 0 (7.8)

(äëÿ çàíÿòûõ êëåòîê) è

) ,1  ; ,1(  ,0)( njmiVUCC jiijij ==≥+−=∆ (7.9)

(äëÿ ñâîáîäíûõ êëåòîê).

×èñëà ,*
iU  ,*

jV  íàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëàìè ñîîòâåòñòâåííî ïðî-
èçâîäèòåëåé è ïîòðåáèòåëåé, âñÿ èõ ñèñòåìà � ïîòåíöèàëüíîé, à
óñëîâèÿ (7.8) � (7.9) � óñëîâèÿìè ïîòåíöèàëüíîñòè ñèñòåìû

};  ,{ **
ji VU  êàæäîå â îòäåëüíîñòè íåðàâåíñòâî (ðàâåíñòâî) íàçûâà-

åòñÿ óñëîâèåì ïîòåíöèàëüíîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêè (i, j).
Ïîñêîëüêó ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïîòåíöèàëîâ (m + n) âñåãäà íà

åäèíèöó  áîëüøå  ÷èñëà  óðàâíåíèé  (÷èñëà  çàïîëíåííûõ  êëåòîê)
N = m + n � 1,  òî  âûáèðàåì  ñòðîêó,  ãäå  åñòü  çàíÿòàÿ  êëåòêà
è äëÿ ýòîé  ñòðîêè  íàçíà÷àåì  ïîòåíöèàë  ðàâíûì  íóëþ,  íàïðè-
ìåð U1 = 0, è ëåãêî íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî èç óðàâíåíèé (7.8)
çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ.

Åñëè æå ÷èñëî çàïîëíåííûõ êëåòîê N < m + n � 1, òî ââîäèì
äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî çàíÿòûõ êëåòîê ñ íóëå-
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âûìè ïåðåâîçêàìè xij = 0, êîòîðûå íóæíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòåí-
öèàëîâ èç óðàâíåíèé (7.8).

Çàòåì äëÿ âñåõ ñâîáîäíûõ êëåòîê èç ñîîòíîøåíèé (7.9) îïðå-
äåëÿåì âåëè÷èíó ∆Cij è, åñëè âñå ∆Cij ≥ 0, òî ïîëó÷èì îïòèìàëü-
íûé ïëàí ïåðåâîçîê, åñëè æå âñòðå÷àåì îòðèöàòåëüíûå ∆Cij, òî
ïëàí íå îïòèìàëåí è åãî íàäî óëó÷øàòü.

7.1.2.4. Óëó÷øåíèå ïëàíà ïåðåâîçîê

Ñðåäè ïóñòûõ êëåòîê ñ îòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè ∆Cij âû-
áèðàåì òó, ó êîòîðîé ∆Cij íàèìåíüøàÿ. Ýòà ïóñòàÿ êëåòêà ðåêî-
ìåíäóåòñÿ ê çàïîëíåíèþ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî îäíà èç çàïîëíåí-
íûõ êëåòîê ñòàíåò ïóñòîé. Ïðîöåäóðà ïåðåïëàíèðîâêè ñîîòâåò-
ñòâóåò âçàèìíîé ïåðåìåíå ðîëè äâóõ ïåðåìåííûõ â ñèìïëåêñíîì
ìåòîäå. Íàïðèìåð, â òàáë. 7.5 êëåòêîé, ðåêîìåíäóåìîé ê çàïîëíå-
íèþ ñëóæèò ïóñòàÿ êëåòêà (1, 2), ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ õ12 èç
íå îñíîâíûõ (íóëåâûõ) ïåðåõîäèò â îñíîâíûå (ïîëîæèòåëüíûå).
Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ äîëæíà ñòàòü
íå îñíîâíîé.

Äëÿ ñâîáîäíîé êëåòêè ñòðîèì çàìêíóòóþ ëîìàííóþ ëèíèþ
(öèêë), ñîñòîÿùóþ èç ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ
ïðÿìûõ. Îäíà èç âåðøèí íàõîäèòñÿ â ñâîáîäíîé êëåòêå, à îñòàëü-
íûå â çàíÿòûõ êëåòêàõ, ÷èñëî âåðøèí âñåãäà ÷åòíîå. Ñâîáîäíîé
âåðøèíå ïðèäàåì çíàê ïëþñ, çíàêè îñòàëüíûõ âåðøèí ÷åðåäóþò-
ñÿ. Íà êàæäîé ñòîðîíå ýòîé ëîìàííîé ëèíèè � êîíòóðà ìîãóò
íàõîäèòüñÿ äâå çàïîëíåííûå âåðøèíû, êðîìå òîãî îäíà âåðøèíà
ëåæèò â çàïîëíÿåìîé ïóñòîé êëåòêå.

Íàèáîëåå ÷àñòî êîíòóð èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà, íî âîçìîæ-
íû ôèãóðû äðóãîãî òèïà (ðèñ. 87).
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Ïåðåïëàíèðîâêå ïîäâåðãàþòñÿ òîëüêî êëåòêè êîíòóðà, à âå-
ëè÷èíà ïåðåâîçîê âî âñåõ îñòàëüíûõ çàïîëíåííûõ êëåòêàõ òàáëè-
öû íå èçìåíÿåòñÿ.

Â îòðèöàòåëüíûõ âåðøèíàõ êîíòóðà âûáèðàåì íàèìåíüøåå
÷èñëî è ýòî ÷èñëî ïðèáàâëÿåì ê ïîëîæèòåëüíûì âåðøèíàì è
îòíèìàåì îò îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí. Âûáðàííàÿ îòðèöàòåëüíàÿ
âåðøèíà ñòàíåò ñâîáîäíîé, ÷èñëî çàíÿòûõ âåðøèí íå èçìåíèòñÿ,
áàëàíñ ïåðåâîçîê ñòàðîãî è íîâîãî êîíòóðà îñòàíåòñÿ áåç èçìå-
íåíèÿ.

Äàëåå ñòðîèì íîâóþ òàáëèöó ïåðåâîçîê è ïðîâåðÿåì îïòèìàëü-
íîñòü ïëàíà. Åñëè ïëàí îïòèìàëüíûé, òî ïîëó÷èì îïòèìàëüíîå
ðåøåíèå òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, åñëè íåò, òî ïëàí óëó÷øàåì. ×åðåç
êàêîå-òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ øàãîâ óëó÷øåíèÿ ïëàíîâ ïåðå-
âîçîê áóäåò ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé ïëàí.

7.1.2.5. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî
ïëàíà ïåðåâîçîê

Íà òðè áàçû À1, À2, À3 ïîñòóïèë îäíîðîäíûé ãðóç â êîëè÷å-
ñòâå 200, 205, 225 òîíí. Ïîëó÷åííûé ãðóç òðåáóåòñÿ ïåðåâåçòè â
ïÿòü ïóíêòîâ B1, B2, �, B5, ïîòðåáíîñòè êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò 190,
130,  80,  100  è  130  òîíí.  Ðàññòîÿíèå  Cij    â  åä.  êì.  (i = 1,  2,  3;
j = 1, 2, �, 5) ìåæäó ïóíêòàìè îòïðàâëåíèÿ è ïóíêòàìè íàçíà÷å-
íèÿ ïðèâåäåíû â òàáë. 7.6.

Ñëåäóåò ñïëàíèðîâàòü ïåðåâîçêè îäíîðîäíîãî ãðóçà òàê, ÷òî-
áû îáùèå çàòðàòû âñåõ ïåðåâîçîê â òîííî-êèëîìåòðàõ áûëè áû
ìèíèìàëüíûìè.

Ò à á ë è ö à  7.6
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Òàê  êàê  Σai = 200 + 205 + 225 = 630,  Σbj = 190 + 130 + 80 +

+ 100 + 130 = 630, ò.å. Σai = Σbj, òî èìååì çàêðûòóþ ìîäåëü òðàíñ-
ïîðòíîé çàäà÷è.

Ñîñòàâëÿåì èñõîäíîå îïîðíîå ðåøåíèå ïî ïðàâèëó ìèíèìàëü-
íîé ñòîèìîñòè. Â êëåòêå (2, 3) íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü Ñ23 = 3 è
òóäà îòïðàâëÿåì âåñü íåîáõîäèìûé ãðóç 80 ò. Äàëåå íàèìåíüøàÿ
ñòîèìîñòü Ñ24 = Ñ22 = 4 è â êëåòêó (2, 4) íàïðàâëÿåì âñå 100 ò
íåîáõîäèìîãî  ãðóçà,  à  â  êëåòêó  (2,  2) � îñòàâøèåñÿ  íà  áàçå
À2 25 ò. Òåïåðü íàèìåíüøàÿ ñòîèìîñòü Ñ11 = Ñ15 = 5 è â êëåòêó
(1, 1) íàïðàâëÿåì 190 ò íåîáõîäèìîãî ãðóçà, à â êëåòêó (1, 5) �
10 ò îñòàâøåãîñÿ íà áàçå À1 ãðóçà. Çàòåì íàïðàâëÿåì 120 ò ãðóçà
â êëåòêó (3, 5) è 105 ò â êëåòêó (3, 2). Ïðàâèëüíîñòü çàïîëíåíèÿ
òàáëèöû ïðîâåðÿåì ñóììèðóÿ ãðóçû â çàïîëíåííûõ êëåòêàõ ïî
ñòðîêàì è ñòîëáöàì. Ïîëó÷èì îïîðíîå ðåøåíèå (òàáë. 7.8).

Ò à á ë è ö à  7.8
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Âñåãî   äîëæíî   áûòü   çàïîëíåííûõ   êëåòîê   N = m + n � 1 =
= 3 + 5 � 1 = 7, ó íàñ òàêæå çàïîëíåíî ñåìü êëåòîê.

Ïðîâåðÿåì îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷åííîãî ïëàíà ïåðåâîçîê ìå-
òîäîì ïîòåíöèàëîâ.

Ïîñòàâùèêó ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïîòåíöèàëû Ui (i = 1, 2, 3),
à  ïîòðåáèòåëþ � Vj  (j = 1,  2,  �,  5)  è  îïðåäåëÿåì  èõ.  Íàçíà÷à-
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åì U1 = 0, à âñå îñòàëüíûå ïîòåíöèàëû íàõîäèì èç óñëîâèÿ, ÷òî
äëÿ çàíÿòûõ êëåòîê äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (7.8):

Ñ15 � (U1 + V5) = 0, 5 � (0 + V5) = 0, V5 = 5;

Ñ35 � (U3 + V5) = 0, 7 � (U3 + 5) = 0, U3 = 2;

Ñ32 � (U3 + V2) = 0, 10 � (2 + V2) = 0, V2 = 8;

Ñ22 � (U2 + V2) = 0, 4 � (U2 + 8) = 0, U2 = �4;

Ñ23 � (U2 + V3) = 0, 3 � (�4 + V3) = 0, V3 = 7;

Ñ24 � (U2 + V4) = 0, 4 � (�4 + V4) = 0, V4 = 8;

Ñ11 � (U1 + V1) = 0, 5 � (0 + V1) = 0, V1 = 5.

Äëÿ âñåõ ñâîáîäíûõ êëåòîê íàõîäèì ∆Cij èç ñîîòíîøåíèÿ (7.9)

è çàïèñûâàåì â òàáë. 7.8 â ïðÿìîóãîëüíèêè  .

∆Ñ12 = Ñ12 � (U1 + V2) = 7 � (0 + 8) = �1;

∆Ñ13 = Ñ13 � (U1 + V3) = 4 � (0 + 7) = �3;

∆Ñ14 = Ñ14 � (U1 + V4) = 9 � (0 + 8) = 1;

∆Ñ21 = Ñ21 � (U2 + V1) = 7 � (�4 + 5) = 6;

∆Ñ25 = Ñ25 � (U2 + V5) = 7 � (�4 + 5) = 6;

∆Ñ31 = Ñ31 � (U3 + V1) = 9 � (2 + 5) = 2;

∆Ñ33 = Ñ33 � (U3 + V3) = 6 � (2 + 7) = �3;

∆Ñ34 = Ñ34 � (U3 + V4) = 8 � (2 + 8) = �2.

Òàê êàê èìåþòñÿ ∆Ñij < 0, òî, ñîãëàñíî ï. 7.1.2.3, ïëàí òàáë. 7.8
íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è åãî íóæíî óëó÷øèòü ñîîòâåòñòâåííî
ï. 7.1.2.4.

Äëÿ  ñâîáîäíîé  êëåòêè  (3;  3)  ñ  íàèìåíüøèì  îòðèöàòåëüíûì
Ñ33 = �3 ñòðîèì êîíòóð (ïóíêòèðíûé ïðÿìîóãîëüíèê) è óëó÷øàåì
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ïëàí ïåðåâîçîê.

Ñòàðûé êîíòóð Íîâûé êîíòóð

25 80 105
+ �

� +

105 25 80

• •

•

•

• •
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Ñðåäè îòðèöàòåëüíûõ âåðøèí âûáèðàåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
80 è ïðèáàâëÿåì åãî ê ïîëîæèòåëüíûì âåðøèíàì è îòíèìàåì îò îò-
ðèöàòåëüíûõ âåðøèí. Ïîëó÷èëè íîâûé êîíòóð ïåðåâîçîê îïÿòü ñ
îäíîé ñâîáîäíîé âåðøèíîé è íå íàðóøåííûì áàëàíñîì ïåðåâîçîê.

Äàëåå ñòðîèì íîâûé ïëàí ïåðåâîçîê (òàáë. 7.9).

Ò à á ë è ö à  7.9
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Ïðîâåðÿåì åãî îïòèìàëüíîñòü, íàõîäÿ ïîòåíöèàëû Ui, Vj è ∆Ñij.
Òàê êàê ∆Ñ34 = �2 < 0, òî äëÿ êëåòêè (3, 4) ñòðîèì óëó÷øåííûé êîíòóð.

Ñòðîèì óëó÷øåííûé ïëàí ïåðåâîçîê (òàáë. 7.10).

Ò à á ë è ö à  7.10
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Òàê êàê âñå ∆Ñij ≥ 0, òî ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê.

X = (x11 = 190, x12 = 0, x13 = 0, x14 = 0, x15 = 10,

x21 = 0, x22 = 130, x23 = 0, x24 = 75, x25 = 0,

x31 = 0, x32 = 0, x33 = 80, x34 = 25, x35 = 120).

Òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû ïðè ýòîì áóäóò ìèíèìàëüíûìè:

Zmin = 5 · 190 + 5 · 10 + 4 · 130 + 4 · 75 + 6 · 80 + 8 · 25 + 7 · 120 =

=3340 òîííî-êì.

7.1.2.6. Îòêðûòàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé çàäà÷è

Äëÿ îòêðûòîé ìîäåëè ìîæåò áûòü äâà ñëó÷àÿ:
à) ñóììàðíûå   çàïàñû   ïðåâûøàþò   ñóììàðíûå   ïîòðåáíîñ-

òè Σ ai > Σ bj;

á) ñóììàðíûå   ïîòðåáíîñòè   ïðåâûøàþò   ñóììàðíûå   çàïà-

ñû Σ bj > Σ ai.

Ôîðìóëèðîâàòüñÿ äàííàÿ çàäà÷à áóäåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàéòè min çíà÷åíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè ∑∑
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(7.11)

xij ≥ 0. (7.12)

Îòêðûòàÿ ìîäåëü ðåøàåòñÿ ïðèâåäåíèåì ê çàêðûòîé.
Â ñëó÷àå (à) ââîäèòñÿ ôèêòèâíûé ïîòðåáèòåëü Bn+1, ïîòðåáíî-

ñòè êîòîðîãî bn+1 = Σ ai � Σ bj.
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Â ñëó÷àå (á) ââîäèòñÿ ôèêòèâíûé ïîñòàâùèê Àm+1, çàïàñû êî-

òîðîãî am+1 = Σbj � Σai.

Ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê â îáåèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè
íóëþ.

Ïðè ðàâíûõ ñòîèìîñòÿõ ïåðåâîçêè åäèíèöû ãðóçà îò ïîñòàâ-
ùèêîâ ê ôèêòèâíîìó ïîòðåáèòåëþ çàòðàòû íà ïåðåâîçêó ãðóçà
ðåàëüíûì ïîòðåáèòåëÿì ìèíèìàëüíû, à ôèêòèâíîìó ïîòðåáèòå-
ëþ áóäåò íàïðàâëåí ãðóç îò íàèìåíåå âûãîäíûõ ïîñòàâùèêîâ.

Ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê.
Èìååì ìàòðèöó ïëàíèðîâàíèÿ (òàáë. 7.11).

Ò à á ë è ö à  7.11
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Ââîäèì ôèêòèâíîãî ïîñòàâùèêà Àm+1 = A5, îáúåì çàïàñîâ
êîòîðîãî àm+1 = a5 = 50. Ïðè ñîñòàâëåíèè îïîðíîãî ïëàíà ìåòî-
äîì min ñòîèìîñòè íåîáõîäèìî íàèìåíüøóþ ñòîèìîñòü âûáè-
ðàòü òîëüêî ñðåäè ñòîèìîñòåé ðåàëüíûõ ïîñòàâùèêîâ è ïîòðå-
áèòåëåé, à çàïàñû ôèêòèâíîãî ïîñòàâùèêà ðàñïðåäåëÿòü â ïîñ-
ëåäíþþ î÷åðåäü.

×èñëî  çàïîëíåííûõ  êëåòîê  7,  à  äîëæíî  áûòü  m  +  n  �  1  =
= 5 + 5 � 1 = 9, òîãäà â êëåòêàõ (4, 2) è (3, 5) ñòàâèì íóëè.
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Íàõîäèì  Ui,  Vj  è  ∆Ñij  è  çàïèñûâàåì  èõ  â  òàáë.  7.12  â           .
Òàê êàê âñå ∆Ñij ≥ 0, òî ïîëó÷èëè îïòèìàëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê
(òàáë. 7.12).
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Àíàëèçèðóÿ ýòîò ïëàí, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
Ïîòðåáèòåëü Â5 ïîëó÷àåò 50 åä. ãðóçà îò ôèêòèâíîãî ïîñòàâùèêà,
ñëåäîâàòåëüíî, åãî ïîòðåáíîñòè áóäóò íåóäîâëåòâîðåíû íà ýòî æå
êîëè÷åñòâî åäèíèö.
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Îïòèìàëüíûé ïëàí íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, òàê êàê äëÿ
êëåòêè À2Â3 ñóììà ïîòåíöèàëîâ ðàâíà ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê è â
íåå ïî öèêëó ìîæíî ïåðåìåñòèòü 100 åä. ãðóçà. Ïðè ïåðåðàñïðåäå-
ëåíèè ñèñòåìà ïîòåíöèàëîâ íå èçìåíèòñÿ è ñòîèìîñòü ïåðåâîçîê
îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.

Z
ñò.ïë.

 = Z
íîâ.ïë.

 =

= 3000 + 700 + 100 = 3800. = 800 + 1500 + 1300 + 200 = 3800.

7.2. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå

7.2.1. Ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå

Ñèñòåìû ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ (ÑÏÓ), ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ,
ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ óïðàâëåíèÿ äåÿòåëüíîñòüþ, íàïðàâëåííîé íà
äîñòèæåíèå îïðåäåëåííîé öåëè.

Îáúåêòîì óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìàõ ÑÏÓ ÿâëÿåòñÿ êîëëåêòèâ,
ðàñïîëàãàþùèé îïðåäåëåííûìè ðåñóðñàìè è âûïîëíÿþùèé êîì-
ïëåêñ ðàáîò, ïðèçâàííûé îáåñïå÷èòü äîñòèæåíèå íàìå÷åííîé öåëè.
Ìåòîä ÑÏÓ ïîçâîëÿåò â ëþáûõ, äàæå ñàìûõ ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ,
áûñòðî ïðèíèìàòü íàèáîëåå ïðàâèëüíûå ðåøåíèÿ, âûÿâèòü ðåçåð-
âû âðåìåíè è ñðåäñòâ íà îäíèõ ó÷àñòêàõ ðàáîòû è ïåðåáðîñèòü èõ
íà äðóãèå, áîëåå íàïðÿæåííûå.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ñèñòåì ÑÏÓ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìíûé ïîä-
õîä ê âîïðîñàì îðãàíèçàöèè óïðàâëåíèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó êîë-
ëåêòèâû èñïîëíèòåëåé, ïðèíèìàþùèå ó÷àñòèå â ïðîåêòå è îáúå-
äèíåííûå îáùíîñòüþ ïîñòàâëåííîé ïåðåä íèìè çàäà÷è, íåñìîòðÿ
íà èõ ðàçëè÷íóþ âåäîìñòâåííóþ ïîä÷èíåííîñòü, ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ êàê çâåíüÿ åäèíîé ñëîæíîé îðãàíèçàöèîííîé ñèñòåìû.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïðîöåññà âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà è óïðàâëåíèÿ
èì â ñèñòåìàõ ÑÏÓ èñïîëüçóåòñÿ ñåòåâàÿ ìîäåëü.
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7.2.1.1. Ñåòåâîé ãðàôèê. Êðèòè÷åñêèé ïóòü

Âàæíåéøåé îñíîâîé ìåòîäà ÑÏÓ ÿâëÿåòñÿ ñåòåâîé ãðàôèê.
Ñåòåâîé ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ êîìïëåêñíîé ðàçðàáîòêè, ïîêà-
çûâàþùåå âçàèìîñâÿçü è âçàèìîçàâèñèìîñòü îòäåëüíûõ ýòàïîâ,
âûïîëíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå êîíå÷íîé öåëè
ðàçðàáîòêè.

Äîñòîèíñòâî ñåòåâûõ ãðàôèêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â èõ íàãëÿäíîñòè è
ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòå èñïîëíåíèÿ. Ñåòåâûå ãðàôèêè ïîçâîëÿþò:

à) âûÿâëÿòü âàæíåéøèå ðàáîòû, îò ñâîåâðåìåííîãî âûïîëíå-
íèÿ êîòîðûõ çàâèñèò ñîáëþäåíèå ñðîêîâ îêîí÷àíèÿ âñåé ðàçðà-
áîòêè;

á) íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿòü õîä ðàçðàáîòêè â öåëîì, âçàèìîñâÿçü
è âçàèìîçàâèñèìîñòü îòäåëüíûõ ýòàïîâ ðàçðàáîòêè;

â) îïðåäåëÿòü îáùóþ ïîòðåáíîñòü â ðàáî÷åé ñèëå è ìàòåðè-
àëüíûõ ðåñóðñàõ äëÿ âûïîëíåíèÿ ïëàíà;

ã) âûÿâëÿòü ðåçåðâû âðåìåíè è ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû ñ öåëüþ
íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî âûïîëíåíèÿ ïëàíà;

ä) ñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîäû ïëàíèðîâàíèÿ è óñòàíàâëèâàòü
ñòðîãèé ðèòì â ðàáîòå;

å) èñïîëüçîâàòü âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíèêó äëÿ ðàñ÷åòà ïîêàçà-
òåëåé ñåòåâûõ ãðàôèêîâ.

Ïðèâåäåííûé ïåðå÷åíü ïðåèìóùåñòâ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ñå-
òåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèì,
îäíàêî äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü åãî îãðîìíîå ìîáèëèçóþùåå
çíà÷åíèå êàê ýôôåêòèâíîãî ñðåäñòâà óëó÷øåíèÿ îðãàíèçàöèè òðóäà
è óïðàâëåíèÿ ïðîèçâîäñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîäû ÑÏÓ, îáåñïå÷èâàÿ ðóêîâîäèòåëÿ íå-
îáõîäèìîé èíôîðìàöèåé î õîäå âûïîëíåíèÿ ðàçðàáîòêè, äàþò åìó
âîçìîæíîñòü ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ, íàïðàâëåííûå íà äîñòèæåíèå
ìàêñèìàëüíîãî ýôôåêòà ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ âðåìåíè è
ðåñóðñîâ, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ÑÏÓ áëèçêî ïîäõîäèò ê
âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòêè îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå òåðìèíû, ïðèìåíÿåìûå ïðè
ïîëüçîâàíèè ñåòåâûìè ãðàôèêàìè.

Ðàáîòà õàðàêòåðèçóåò êîíêðåòíûé ýòàï òðóäîâîãî ïðîöåññà ïî
âûïîëíåíèþ îïðåäåëåííîé îïåðàöèè êîìïëåêñíîé ðàçðàáîòêè.
Ýòîò òåðìèí îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ðàáîòû òðåáóþòñÿ
çàòðàòû ðàáî÷åé ñèëû, ìàòåðèàëüíûõ ðåñóðñîâ è âðåìåíè.
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Ñîáûòèå ÿâëÿåòñÿ ôàêòîì îêîí÷àíèÿ âñåõ ïðåäøåñòâóþùèõ äàí-
íîìó ñîáûòèþ ðàáîò, ëèáî íà÷àëîì ðàáîò, ñëåäóþùèõ íåïîñðåäñòâåí-
íî çà äàííûì ñîáûòèåì. Äëÿ ñîâåðøåíèÿ ñîáûòèÿ íå òðåáóåòñÿ íè-
êàêèõ çàòðàò, à ñàìî ñîáûòèå íå èìååò ïðîäîëæèòåëüíîñòè.

Ïðè ñîñòàâëåíèè ñåòåâîãî ãðàôèêà íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü
ëîãè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçüþ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âûïîëíåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàáîò. Íà ñåòåâîì ãðàôèêå ñîáûòèÿ îáîçíà÷à-
þòñÿ êðóæêàìè, â êîòîðûå â îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âïèñûâàþòñÿ öèôðû.

Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðîñòåéøèé ãðàôèê:

Èç ãðàôèêà ñëåäóåò, ÷òî ñîáûòèå 3 íå ìîæåò íàñòóïèòü, ïîêà
íå ñîâåðøèòñÿ ñîáûòèå 2 è ò.ä. Ïðè ýòîì ñîáûòèå 2 íàçûâàåòñÿ
ïîñëåäóþùèì ïî îòíîøåíèþ ê ñîáûòèþ 1, òàê æå êàê ñîáûòèå 4
ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäóþùèì ïî îòíîøåíèþ ê ñîáûòèþ 3. Ñîáûòèå 3 �
ïðåäøåñòâóþùåå ïî îòíîøåíèþ ê ñîáûòèþ 4. Â óêàçàííûõ îïðå-
äåëåíèÿõ èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ñîáûòèÿ ñëåäóþò îäíî çà äðóãèì è
ìåæäó íèìè íåò ïðîìåæóòî÷íûõ ñîáûòèé. Îäíî ñîáûòèå ìîæåò
èìåòü è íåñêîëüêî ïðåäøåñòâóþùèõ, ëèáî ïîñëåäóþùèõ ñîáûòèé.
Íàïðèìåð, íà ãðàôèêå (ðèñ. 88) ñîáûòèå 6 èìååò äâà ïðåäøåñòâó-
þùèõ ñîáûòèÿ (4 è 5).

1 2 3 4
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[17] [ 39 ]
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Åñëè íàñòóïëåíèþ äàííîãî ñîáûòèÿ íå ïðåäøåñòâóåò êàêàÿ-
ëèáî ðàáîòà, òî ýòî ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ èñõîäíûì (íà ðèñ. 88 ýòî
ñîáûòèå 1). Ñîáûòèå, íå èìåþùåå ïîñëåäóþùèõ ðàáîò, íàçûâàåò-
ñÿ çàâåðøàþùèì, ò.å. íàñòóïëåíèåì çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ äîñ-
òèãàåòñÿ êîíå÷íàÿ öåëü äàííîé ðàçðàáîòêè (íà ðèñ. 88 ýòî ñîáû-
òèå 11).

Îïåðàöèÿ � ýòî ñàìà ðàáîòà èëè äåéñòâèå. Îíà îáîçíà÷àåòñÿ:

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà÷àëüíîå ñîáûòèå i ïðîèñõîäèò ðàíüøå
êîíå÷íîãî ñîáûòèÿ j, à äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè (i � j), êîòîðàÿ îáî-
çíà÷àåòñÿ ñòðåëêîé, áóäåò ðàâíà tij.

Ôèêòèâíîé íàçûâàåòñÿ ðàáîòà, íå òðåáóþùàÿ çàòðàò ðàáî÷å-
ãî âðåìåíè è ðåñóðñîâ íà åå âûïîëíåíèå. Îíà õàðàêòåðèçóåò çàâè-
ñèìîñòü âûïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû îò âûïîëíåíèÿ êàêîé-òî äðó-
ãîé. Äëèòåëüíîñòü ýòîé ðàáîòû tij = 0 (íà ðèñ. 88 ýòî ðàáîòà 7�9).

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîòû èçìåðÿåòñÿ â åäèíè-
öàõ âðåìåíè: ÷àñàõ, äíÿõ, íåäåëÿõ è ò.ä.

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàáîò â ñåòè, â êîòîðîé êîíå÷íîå
ñîáûòèå êàæäîé ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ íà÷àëü-
íûì ñîáûòèåì ñëåäóþùåé çà íåé ðàáîòû, íàçûâàåòñÿ ïóòåì.

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà âèäà ïóòè:

1) ïîëíûì ïóòåì íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âûïîëíåíèÿ ðàáîò îò èñõîäíîãî äî çàâåðøàþùåãî ñîáûòèÿ;

2) êðèòè÷åñêèì ïóòåì íàçûâàåòñÿ ïóòü îò èñõîäíîãî äî çàâåð-
øàþùåãî ñîáûòèÿ, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ íàèáîëüøåé ïðîäîë-
æèòåëüíîñòüþ âûïîëíåíèÿ ðàáîò, íàõîäÿùèõñÿ íà ýòîì ïóòè.

Ïåðâè÷íûé ñåòåâîé ãðàôèê ñîñòàâëÿåòñÿ íà îñíîâå èñõîäíûõ
(ïåðâè÷íûõ) äàííûõ ïðåäñòàâëåííûõ îòâåòñòâåííûìè èñïîëíèòå-
ëÿìè ýòàïîâ êîìïëåêñíîé ðàáîòû äî åãî îïòèìèçàöèè.

Ðàññìîòðèì äåòàëüíåå ñåòåâîé ãðàôèê íåêîòîðîãî êîìïëåêñà
ðàáîò, êîòîðûé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, ÷òîáû îðãàíèçîâàòü ïðî-
èçâîäñòâî íîâîãî âèäà èçäåëèÿ (ðèñ. 88).

Â ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ñåòåâûõ ãðàôèêîâ ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé è ðàáîò, õàðàêòåðèçóþùèõ òå èëè
èíûå âèäû ðàçðàáîòîê. Ïðè ýòîì, åñëè êîëè÷åñòâî ñîáûòèé íå

i j
t

ij
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ïðåâûøàåò 300, ãðàôèêè îáñ÷èòûâàþò ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøèõ
ìèêðîêàëüêóëÿòîðîâ. Ïðè ÷èñëå æå ñîáûòèé ñâûøå 300, è â îñî-
áåííîñòè 500�1000 è áîëåå, ïàðàìåòðû ñåòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè
ïîìîùè ÝÂÌ.

Îïðåäåëÿåì ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîëíûõ ïóòåé, äëÿ ÷åãî ñî-
ñòàâëÿåì òàáë. 7.13.

Ò à á ë è ö à  7.13

Âèä ïîëíîãî ïóòè Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ïóòè Ò

1-2-5-7-10-11 5 + 12 + 6 + 8 + 6 = 37

1-2-5-7-9-10-11 5 + 12 + 6 + 0 + 10 + 6 = 39

1-2-5-7-9-11 5 + 12 + 6 + 0 + 9 = 32

1-2-5-6-7-10-11 5 + 12 + 4 + 9 + 8 + 6 = 44

1-2-5-6-7-9-10-11 5 + 12 + 4 + 9 + 0 + 10 + 6 = 46

1-2-5-6-7-9-11 5 + 12 + 4 + 9 + 0 + 9 = 39

1-2-5-6-8-9-10-11 5 + 12 +4 + 8 + 10 + 10 + 6 = 55

1-2-5-6-8-9-11 5 + 12 +4 + 8 + 10 + 9 = 48

1-3-8-9-10-11 9 + 7 +9 + 8 + 6 = 39

1-3-8-9-11 9 + 7 +9 + 0 + 10 + 6 = 41

1-4-6-7-10-11 9 + 7 +9 + 0 + 9 = 34

1-4-6-7-9-10-11 9 + 7 +8 + 10 + 10 + 6 = 50

1-4-6-7-9-11 9 + 7 +8 + 10 + 9 = 43

1-4-6-8-9-10-11 10 + 8 + 10 +10 + 6 = 44

1-4-6-8-9-11 10 + 8 + 10 + 9 = 37

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè, ò.å.
ïóòè, èìåþùåãî íàèáîëüøóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü, ðàâíà Têð = 55
(äíåé). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ðàíüøå ÷åì
÷åðåç 55 (äíåé) äàííàÿ ðàáîòà íå çàêîí÷èòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëåå
ðàííèé ñðîê çàâåðøåíèÿ âñåé ðàáîòû îò èñõîäíîãî äî çàâåðøàþ-
ùåãî ñîáûòèÿ.

Â ñåòè ìîæåò áûòü íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ ïóòåé.



394

7.2.1.2. Âðåìåííûå ïàðàìåòðû ñåòåé.
Ðåçåðâû âðåìåíè

Îñíîâíûìè âðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ðàííèå
è ïîçäíèå ñðîêè íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèé. Çíàÿ èõ, ìîæíî âû÷èñëèòü
îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñåòè � ñðîêè íà÷àëà è îêîí÷àíèÿ ðàáîò è
ðåçåðâû âðåìåíè ñîáûòèé è ðàáîò.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó (i � j):

Ðàííèé âîçìîæíûé ñðîê < tp (i) > íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ j åñòü
íàèìåíüøèé âîçìîæíûé ñðîê îêîí÷àíèÿ äàííîé ðàáîòû:

],)([max)( ijp
i

p titjt +=   (7.13)

ò.å.  ðàííåå  âîçìîæíîå  ñîáûòèå  j  ðàâíî  ðàííåìó  âîçìîæíîìó
ïðåäøåñòâóþùåìó ñîáûòèþ i, ñëîæåííîìó ñ äëèòåëüíîñòüþ ðà-
áîòû (i � j).

Êîãäà äëÿ ñîáûòèÿ j èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàííèõ âîçìîæíûõ, òî
áåðåòñÿ íàèáîëüøåå.

Î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàííåãî îêîí÷àíèÿ ðàáî-
òû áóäåò õàðàêòåðèçîâàòü ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè
(Òêð).

Ïîçäíèì äîïóñòèìûì ñðîêîì íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ íàçûâàåò-
ñÿ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûé ñðîê íàñòóïëåíèÿ ýòîãî ñîáûòèÿ, íå
òðåáóþùèé óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè íà îñóùåñòâëåíèå âñåãî ïðîåêòà.

].)( [ min)( ïï ij
i

tjtit −= (7.14)

Ïîçäíåå äîïóñòèìîå ðàâíÿåòñÿ ðàçíîñòè ïîçäíåãî îêîí÷àíèÿ
ñîáûòèÿ j è ïðîäîëæèòåëüíîñòè ïîñëåäóþùèõ ðàáîò.

Åñëè äëÿ ñîáûòèÿ i áóäåò íåñêîëüêî ïîçäíèõ äîïóñòèìûõ, òî
áåðåòñÿ íàèìåíüøåå.

Ðàáîòû, ó êîòîðûõ < tp ( j ) > è [tï (i)] ñîâïàäàþò, íàçûâàþòñÿ
êðèòè÷åñêèìè ðàáîòàìè, ëåæàùèìè íà êðèòè÷åñêîì ïóòè. Ýòî åñòü
âòîðîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïóòè.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîäîëæèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî ïóòè
áîëüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ëþáîãî äðóãîãî ïóòè ñåòåâîãî ãðà-
ôèêà.

Ðàçíîñòü ìåæäó ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ êðèòè÷åñêîãî ïóòè Òêð
è ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ïóòè L � T (L) íàçûâàåòñÿ ðåçåðâîì âðå-
ìåíè ïóòè L.

R (L) = Òêð � T (L). (7.15)

Ðåçåðâ âðåìåíè R (L) ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ìîãóò â ñóììå
áûòü óâåëè÷åíû ïðîäîëæèòåëüíîñòè ðàáîò, ïðèíàäëåæàùèõ ïóòè
L, áåç âëèÿíèÿ íà ñðîê ïðîåêòà.

Ðàçëè÷àþò ÷åòûðå ðåçåðâà âðåìåíè:

1. Ïîëíûé ðåçåðâ ÏÐ = Rï (i; j) = tï (j) � tp (i) � tij, (7.16)

2. Ñâîáîäíûé ðåçåðâ ÑÐ = Rc (i; j) = tp (j) � tp (i) � tij, (7.17)

3. Íåçàâèñèìûé ðåçåðâ ÍÐ = Rí (i; j) = tp (j) � tï (i) � tij, (7.18)

4. Ãàðàíòèðîâàííûé ðåçåðâ ÃÐ = Rr (i; j) = tn (j) � tï (i) � tij, (7.19)

Ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè � ýòî êîëè÷åñòâî âðåìåíè, íà êîòî-
ðîå ìîæíî ïåðåíåñòè íà÷àëî ðàáîò èëè óâåëè÷èòü ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü áåç èçìåíåíèÿ îáùåãî ñðîêà ïðîåêòà.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëíûé ðåçåðâ âðåìåíè ïî
îòäåëüíûì ðàáîòàì ïîçâîëÿåò ìàíåâðèðîâàòü ðåñóðñàìè ñ òåì,
÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì âûïîëíèòü âñþ ðàçðàáîòêó. Ïîëíûé
ðåçåðâ âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìûì ðåçåðâîì, ò.å. åãî ïðèìåíåíèå
ìîæåò ïðèâåñòè ê èçìåíåíèþ ðåçåðâîâ ïî äðóãèì ðàáîòàì. Ïî-
ýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëíîãî ðåçåðâà âðåìåíè îáû÷íî ïåðå-
ñ÷èòûâàþò ïàðàìåòðû ñåòåâîãî ãðàôèêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íîâîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçåðâîâ.

Ñâîáîäíûé ðåçåðâ âðåìåíè � ýòî êîëè÷åñòâî âðåìåíè, íà êî-
òîðîå ìîæíî ïåðåíåñòè íà÷àëî ðàáîò èëè óâåëè÷èòü èõ ïðîäîë-
æèòåëüíîñòü áåç èçìåíåíèÿ ðàííåãî íà÷àëà ïîñëåäóþùèõ ðàáîò,
ýòîò ðåçåðâ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íåïîñðåäñòâåííî èñïîëíèòå-
ëåì òîé èëè èíîé ðàáîòû, è ýòî íå ïîâëå÷åò çà ñîáîé èçìåíåíèÿ
óñëîâèé ïðîèçâîäñòâà ïîñëåäóþùèõ ðàáîò. Ïîëíûé æå ðåçåðâ
âðåìåíè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òîëüêî ñ ðàçðåøåíèÿ öåíòðà, òàê
êàê åãî èñïîëüçîâàíèå èçìåíÿåò ðàííèå ñðîêè íà÷àëà ïîñëåäóþ-
ùèõ ðàáîò.

Âñåãäà ÏÐ > CP.
Íà êðèòè÷åñêîì ïóòè âñå ðåçåðâû âðåìåíè ðàâíû íóëþ.
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Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò ñëóæèòü òðåòüèì îïðåäåëåíèåì êðèòè÷åñ-
êîãî ïóòè.

Íåçàâèñèìûé ðåçåðâ âðåìåíè îçíà÷àåò çàïàñ âðåìåíè, êîòî-
ðûé èìååò èñïîëíèòåëü, êîãäà ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû çàêàí÷è-
âàþòñÿ â íåóäîáíûå äëÿ íåãî ñðîêè, à îí çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó
â ðàííèé ñðîê, íå ðàñõîäóÿ ðåçåðâîâ ñëåäóþùèõ çà íèì ðàáîò.

Ãàðàíòèðîâàííûé ðåçåðâ îçíà÷àåò äëÿ èñïîëíèòåëÿ ðàáîòû
ðåçåðâ âðåìåíè, êîòîðûé îí èìååò, êîãäà èñïîëíèòåëè ïðåäøå-
ñòâóþùèõ ðàáîò çàêàí÷èâàþò èõ â íåóäîáíûå äëÿ íåãî ïîçäíèå
äîïóñòèìûå ñðîêè, íî è îí ñäàåò ñâîþ ðàáîòó â ïîçäíèé ñðîê.

Åñëè Rc (i; j) è Rí (i; j) èìåþò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî ýòè
ðåçåðâû çàìåíÿþòñÿ íóëåì.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ôîðìû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ñåòè: òàá-
ëè÷íûé è ãðàôè÷åñêèé. Íàèáîëåå óäîáíîé ÿâëÿåòñÿ òàáëè÷íàÿ
ôîðìà.

Äëÿ   ðàññìîòðåííîãî   ïðèìåðà   ñåòåâîãî   ãðàôèêà   (ðèñ.   88)
â òàáë. 7.14 ïðèâåäåíû ðàííèå è ïîçäíèå ñðîêè îêîí÷àíèÿ è íà÷à-
ëà ðàáîò è ðåçåðâû âðåìåíè.

Ïðè àíàëèçå ãðàôèêà ïðåæäå âñåãî îáðàùàþò âíèìàíèå íà
êðèòè÷åñêèå ðàáîòû, îò êîòîðûõ â ðåøàþùåé ñòåïåíè çàâèñèò
ñâîåâðåìåííîå è êà÷åñòâåííîå âûïîëíåíèå âñåé ðàçðàáîòêè. Ñëå-
äóåò òàêæå îáðàùàòü âíèìàíèå íà íàëè÷èå ðåçåðâîâ âðåìåíè ïî
îòäåëüíûì ðàáîòàì. Íàïðèìåð, ïî ðàáîòå (5, 7) ñâîáîäíûé ðå-
çåðâ ñîñòàâëÿåò 7 äíåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü âû-
ïîëíåíèÿ äàííîé ðàáîòû ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî «ðàñòÿíóòü»
â ïðåäåëàõ ñåìè äíåé, ëèáî íà÷àòü ýòó ðàáîòó ïîçæå.

Íàõîæäåíèå âåëè÷èíû ðåçåðâîâ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü, îäíà-
êî, êàê îöåíêó âðåìåíè ïðîñòîÿ èñïîëíèòåëåé. Íà âûïîëíåíèå
ðàáîò ñåòåâîãî ãðàôèêà ïðè ïðàâèëüíîì ïëàíèðîâàíèè âûäåëÿ-
þòñÿ ðåñóðñû (â ÷åëîâåêî-÷àñàõ, ìàøèíî-÷àñàõ è ò.ä.), ðàâíûå ñóì-
ìàðíîé òðóäîåìêîñòè âñåõ ïðåäóñìîòðåííûõ ðàáîò.

Îöåíêà ðåçåðâîâ âðåìåíè ïîçâîëÿåò áîëåå ðàöèîíàëüíî ðàñ-
ïðåäåëèòü òðóäîâûå è ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû ïî ðàáîòàì ãðàôè-
êà. Áîëüøèíñòâî ðàáîò îáëàäàåò çàêîíîìåðíîñòüþ: óâåëè÷èâàÿ
÷èñëî èñïîëíèòåëåé, óäàåòñÿ óìåíüøèòü äëèòåëüíîñòü âûïîëíå-
íèÿ ðàáîòû. Ýòà çàêîíîìåðíîñòü ìîæåò èìåòü ðàçíûå ôîðìû, íî

÷àùå äðóãèõ âñòðå÷àåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü 
x
b

at +=
äëèòåëüíîñòè ðàáîòû t îò êîëè÷åñòâà ðàáîòíèêîâ õ.
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Ðàáîòà
(i � j)

Ïðîäîë-
æèòåëü-

íîñòü
ðàáîòû

t
ij

Ðàáîòû,
ëåæàùèå

íà
êðèòè-
÷åñêîì

ïóòè

Ïåðåáðàñûâàÿ ëþäåé è òåõíèêó ñ íåíàïðÿæåííûõ ðàáîò íà
íàïðÿæåííûå ðàáîòû êðèòè÷åñêîãî ïóòè, ìîæíî ñîêðàòèòü ñðîêè
âûïîëíåíèÿ âñåãî êîìïëåêñà ðàáîò.

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðåèìóùåñòâ ïðèìåíåíèÿ ñåòåâûõ ãðà-
ôèêîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü èõ îïòèìèçàöèè ïî ðàçëè÷íûì ïðè-
çíàêàì: ïî âðåìåíè (ñîêðàùåíèå Òêð), ïî ëþäñêèì ðåñóðñàì, ïî
ìàòåðèàëüíûì ðåñóðñàì, ïî ñòîèìîñòè è òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèì
ïîêàçàòåëÿì, à òàêæå ïî ðàçëè÷íûì ñî÷åòàíèÿì ýòèõ ïðèçíàêîâ.

Òàê, íàïðèìåð, îïòèìèçàöèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà ïî âðåìåíè
ïðåäïîëàãàåò, ïðåæäå âñåãî, íàõîæäåíèå âîçìîæíîñòè ñîêðàùå-
íèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïóòè. Ýòî ìîæåò áûòü äîñ-
òèãíóòî ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè.

Ò à á ë è ö à  7.14

Íà÷àëî Êîíåö
Ðåçåðâû âðåìåíè

ðàáîòû ðàáîòû

ðàí- ïîçä- ðàí- ïîçä-
íèé íèé íèé íèé

ÏÐ ÑÐ ÍÐ ÃÐñðîê ñðîê ñðîê ñðîê
<t

p
(i)> [t

ï
(i)] <t

p
(j)> [t

ï
(j)]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(1, 2) 5 0 0 5 5 0 0 0 0 1�2
(1, 3) 10 0 0 10 21 11 0 0 11
(1, 4) 9 0 0 9 14 5 0 0 5
(2, 5) 12 5 5 17 17 0 0 0 0 2�5
(3, 8) 8 10 21 29 29 11 11 0 0
(4, 6) 7 9 14 21 21 5 5 0 0
(5, 6) 4 17 17 21 21 0 0 0 0 5�6
(5, 7) 6 17 17 30 39 16 7 7 16
(6, 7) 9 21 21 30 39 9 0 0 9
(6, 8) 8 21 21 29 29 0 0 0 0 6�8
(7, 9) 0 30 39 39 39 9 9 0 0
(7, 10) 8 30 39 49 49 11 11 2 2
(8, 9) 10 29 29 39 39 0 0 0 0 8�9
(9, 10) 10 39 39 49 49 0 0 0 0 9�10
(9, 11) 9 39 39 55 55 7 7 7 7
(10, 11) 6 49 49 55 55 0 0 0 0 10�11



398

Èç ñåòåâîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî ñîêðàùåíèå îáùåé ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàçðàáîòêè âîçìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò ñî-
êðàùåíèÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ëåæàùèõ íà
êðèòè÷åñêîì ïóòè.

7.2.1.3. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà çàäà÷è 15.1
êîíòðîëüíîé ðàáîòû (ðèñ. 89).

7.2.2. Ìåæîòðàñëåâîé áàëàíñ

7.2.2.1. Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà

Áàëàíñîâûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àíàëèçà, íîðìèðîâàíèÿ,
ïðîãíîçà è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóê-
öèè íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ � îò îòäåëüíîãî ïðåäïðèÿòèÿ äî íà-
ðîäíîãî õîçÿéñòâà â öåëîì.

Öåíòðàëüíàÿ èäåÿ  ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà (ÌÎÁ) çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî êàæäàÿ îòðàñëü â íåì ðàññìàòðèâàåòñÿ è êàê ïðî-
èçâîäèòåëü, è êàê ïîòðåáèòåëü. Ìîäåëü ÌÎÁ � îäíà èç ñàìûõ
ïðîñòûõ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé åäèíóþ âçàèìîñâÿçàííóþ ñèñòåìó èíôîðìàöèè î âçàèìíûõ
ïîñòàâêàõ ïðîäóêöèè ìåæäó âñåìè îòðàñëÿìè ïðîèçâîäñòâà, à òàê-
æå îá îáúåìå è îòðàñëåâîé ñòðóêòóðå  îñíîâíûõ ïðîèçâîäñòâåí-
íûõ ôîíäîâ, îáåñïå÷åííîñòè íàðîäíîãî õîçÿéñòâà ðåñóðñàìè òðó-
äà è ò.ä.

Òàêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñáàëàíñèðîâàííûé ïëàí
íà îñíîâå òî÷íîãî ó÷åòà âñåõ ìåæîòðàñëåâûõ ñâÿçåé è ðàññìîò-

Ðèñ. 89

10

8

9

4

1

53

6

2 7

6 3

4 3

3

5 4

5

n

m

n + 1

m + 1

nm

4
2 7
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ðåòü ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ. Â îñíîâå èññëå-
äîâàíèé áàëàíñîâûõ ìîäåëåé ëåæàò áàëàíñîâûå òàáëèöû, ñîäåð-
æàùèå äàííûå î ïðîèçâîäñòâå è ïîòðåáëåíèè  ïðîäóêöèè ðàçëè÷-
íûõ îòðàñëåé èëè ïðåäïðèÿòèé. Õàðàêòåðíûå ÷åðòû è îñîáåííîñ-
òè ýòîãî ìåòîäà îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ  ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé
áàëàíñà. Èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ çäåñü ãëàâíûì îáðàçîì èñ-
ïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ëèíåéíîé àëãåáðû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðåäåëüíî óïðîùåííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿ-
ùåé èç äâóõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îòðàñëåé. Ïóñòü èñïîëíåíèå áà-
ëàíñà çà ïðåäøåñòâóþùèé ïåðèîä õàðàêòåðèçóåòñÿ äàííûìè, ïðè-
âåäåííûìè â òàáë. 7.15.

Ò à á ë è ö à  7.15

Ïîòðåáëåíèå

1 2

0,2 0,4

1 100 160 260 240 500

0,55 0,1

2 275 40 315 85 400

375 200
575

575

Ïðîäóêöèÿ êàæäîé îòðàñëè ÷àñòè÷íî èäåò íà âíåøíåå ïîòðåá-
ëåíèå (êîíå÷íûé ïðîäóêò), à ÷àñòè÷íî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
ñûðüÿ, ïîëóôàáðèêàòîâ èëè äðóãèõ ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà â äðó-
ãèõ îòðàñëÿõ, â òîì ÷èñëå è â äàííîé. Ýòó ÷àñòü ïðîäóêöèè íàçû-
âàþò ïðîèçâîäñòâåííûì ïîòðåáëåíèåì. Ïîýòîìó êàæäàÿ èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ îòðàñëåé âûñòóïàåò è êàê ïðîèçâîäèòåëü ïðîäóê-
öèè (1-é ñòîëáåö ïðîäóêöèè) è êàê åå ïîòðåáèòåëü (1-ÿ ñòðîêà
òàáëèöû). Ïðèâåäåííóþ òàáëèöó êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ìîæíî çà-
ïèñàòü è â áîëåå îáùåì âèäå (òàáë. 7.16).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi âàëîâûé âûïóñê ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè  çà
ïëàíèðóåìûé ïåðèîä è ÷åðåç yi � êîíå÷íûé  ïðîäóêò, èäóùèé íà
âíåøíåå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïîòðåáëåíèå (ñðåäñòâà ïðî-
èçâîäñòâà äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîòðåáëåíèå íàñåëåíèÿ,
îáðàçîâàíèå çàïàñîâ è ò.ä.). Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü (xi � ói) ñî-

Èòîãî çàòðàò
â k-þ îòðàñëü
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∑ ikx
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ñòàâëÿåò ÷àñòü ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, ïðåäíàçíà÷åííóþ äëÿ âíóò-
ðèïðîèçâîäñòâåííîãî ïîòðåáëåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áàëàíñ
ñîñòàâëÿåòñÿ â ñòîèìîñòíîì ðàçðåçå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xik ÷àñòü
ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, êîòîðàÿ ïîòðåáëÿåòñÿ k-é îòðàñëüþ,  äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ âûïóñêà åå ïðîäóêöèè â ðàçìåðå xi.

Ò à á ë è ö à  7.16

Ïîòðåáëåíèå

1 2

1 õ
11

õ
12 ∑ kx1 ó

1
õ

1

2 õ
21

õ
22 ∑ kx2 ó

2
õ

2

∑ 1ix ∑ 2ix

Î÷åâèäíî, âåëè÷èíû, ðàñïîëîæåííûå â ñòðîêàõ, ñâÿçàíû ñëå-
äóþùèìè áàëàíñîâûìè ðàâåíñòâàìè:
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Îòñþäà ñòîèìîñòíîé áàëàíñ â îáùåì âèäå çàïèøåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè:
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niyxx
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iiki =+= ∑

=

(7.20)

Ðàññìîòðåâ îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ïðîäóêöèè i-é îòðàñëè, ïî-
ñòóïàþùåé â k-þ îòðàñëü äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïóñêà åå ïðîäóêöèè
â ðàçìåðå xk, ïîëó÷èì  çàòðàòû íà åäèíèöó âàëîâîé ïðîäóêöèè

),  ,1  ,(     nki
x

x
a

k

ik
ik == (7.21)

îòêóäà

xik = aik · xk. (7.22)

Èòîãî çàòðàò
â k-þ îòðàñëü

Ï
ð

î
è

çâ
î

äñ
òâ

î

Âàëîâûé
âûïóñê

x
i

Èòîãî
çàòðàò

∑ ikx

Êîíå÷íûé
ïðîäóêò

ó
i

¹ îòðàñ-
ëåé (k)

 ¹ îò-
 ðàñëåé (i)
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Ðàññ÷èòûâàåì aik ïî ôîðìóëå (7.21) è çàïèñûâàåì â òàáë. 7.15
â óãëàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê.

Íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò  è îáðàçóþò íåîòðè-
öàòåëüíóþ ìàòðèöó ïðÿìûõ çàòðàò:

.

21

21
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(7.23)

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (7.20) ñîîòíîøåíèÿ (7.22) ïîëó÷èì:

∑
=

==⋅−
n

k
ikiki niyxax

1

.)  ,1(   (7.24)

Ñèñòåìó óðàâíåíèé ÌÎÁ (7.24) çàïèøåì â ìàòðè÷íîé ôîðìå

(E � A) X = Y, (7.25)

ãäå Å � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, À � ìàòðèöà ïðÿìûõ çàòðàò (7.23),
Õ è Y � ñòîëáöîâûå ìàòðèöû

.    ,  
11














=














=

nn y

y
Y

x

x
X MM

7.2.2.2. Ïîëíûå âíóòðèïðîèçâîäñòâåííûå çàòðàòû

Ïóñòü  ìàòðèöà

P = (E � A)�1, P = || Pik ||, (7.26)

òîãäà  èç  (7.25):  (E  �  A)�1 · (E  �  A) · Õ  =  (E  �  A)�1 · Y   è,  òàê  êàê
(E � A)�1 · (E � A) = E è  ÅÕ = Õ, òî ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåìû ïðîèç-
âîäñòâà îòðàñëåé Õ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Õ = PY (7.27)

ïî çàäàííûì âåëè÷èíàì êîíå÷íîãî ïðîäóêòà ïîòðåáëåíèÿ Y è
ìàòðèöå Ð, êîòîðóþ íàçûâàþò ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ
çàòðàò.
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Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ð âêëþ÷àþò íå òîëüêî çàòðàòû i-é ïðî-
äóêöèè, íåîáõîäèìîé äëÿ ñîçäàíèÿ îäíîé åäèíèöû k-é ïðîäóê-
öèè, íî è òå çàòðàòû, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ñîçäàíèÿ â êàæäîé
îòðàñëè îäíîé åäèíèöû êîíå÷íîãî ïðîäóêòà.

7.2.2.3. Êîñâåííûå çàòðàòû

Çíà÷èò ïîëíûå çàòðàòû Ðik âêëþ÷àþò êàê ïðÿìûå àik òàê è êîñ-
âåííûå (Ðik � àik) çàòðàòû. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà Ðik ≥ àik, òî÷íåå

P = (E � A)�1 = Å + À + À2 + À3 + � + Àm +� (7.28)

Ìàòðèöû À2, À3, � , Àm,� íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè êîýôôè-
öèåíòîâ êîñâåííûõ çàòðàò 1-ãî, 2-ãî è ò.ä. ïîðÿäêîâ è êîýôôèöè-
åíòû ïîëíûõ çàòðàò ïîëó÷àþò â âèäå ñóììû êîýôôèöèåíòîâ ïðÿ-
ìûõ çàòðàò è êîñâåííûõ çàòðàò.

Ïðÿìûå çàòðàòû íå îòðàæàþò â ïîëíîé ìåðå ñëîæíûõ êîëè÷å-
ñòâåííûõ âçàèìîñâÿçåé, íàáëþäàþùèõñÿ â íàðîäíîì õîçÿéñòâå.
Îíè â ÷àñòíîñòè íå îòðàæàþò îáðàòíûõ ñâÿçåé, èìåþùèõ äàëåêî
íå ìàëîâàæíîå çíà÷åíèå.

Êàê âîçíèêàþò êîñâåííûå çàòðàòû? Íàïðèìåð, íà èçãîòîâëå-
íèå òðàêòîðà â âèäå ïðÿìûõ çàòðàò ðàñõîäóåòñÿ ÷óãóí, ñòàëü, è
ò.ä., íî äëÿ ïðîèçâîäñòâà ñòàëè òàêæå íóæåí ÷óãóí. Òàêèì îáðà-
çîì, êðîìå ïðÿìûõ çàòðàò ÷óãóíà, èìåþòñÿ è êîñâåííûå çàòðàòû
÷óãóíà, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâîäñòâîì òðàêòîðà. Â ýòè êîñâåííûå
çàòðàòû âõîäèò è ÷óãóí, íåîáõîäèìûé äëÿ ñîçäàíèÿ òîãî êîëè-
÷åñòâà ÷óãóíà, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò ïðÿìûå çàòðàòû. Ýòè êîñâåí-
íûå çàòðàòû ìîãóò èíîãäà ñóùåñòâåííî ïðåâûøàòü ïðÿìûå çàò-
ðàòû.

Èñõîäÿ  èç  (7.27),  âàëîâûé  âûïóñê  k-é  îòðàñëè  õk  îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê

xk = Ðk1 · y1 + Ðk2 · y2 + � + Ðkn · yn   ).  ,1( nk = (7.29)

Ìîäåëü ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà (7.24), (7.25) èëè (7.29) ïî-
çâîëÿåò ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) îïðåäåëèòü îáúåì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè îòðàñëåé y1, y2, �,
yn ïî çàäàííûì îáúåìàì âàëîâîé ïðîäóêöèè õ1, õ2, �, õn;

2) ïî çàäàííîé  ìàòðèöå êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò À îï-
ðåäåëèòü  ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ïîëíûõ çàòðàò Ð, ýëåìåíòû
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êîòîðîé ñëóæàò âàæíûìè ïîêàçàòåëÿìè äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ðàçâè-
òèÿ îòðàñëåé;

3) îïðåäåëèòü îáúåì âàëîâîé ïðîäóêöèè îòðàñëåé õ1, õ2, �, õn
ïî çàäàííûì îáúåìàì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè y1, y2, �, yn.

4) ïî n çàäàííûì îáúåìàì êîíå÷íîé èëè âàëîâîé ïðîäóêöèè
îòðàñëåé õ1, ó2, õ3, ó4, � îïðåäåëèòü îñòàâøèåñÿ n îáúåìîâ.

7.2.2.4. Ðåøåíèå òèïîâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ñîñòàâëåíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà ïðî-
èçâîäñòâà è ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîäóêöèè äëÿ òðåõîòðàñëåâîé ýêîíî-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ
çàòðàò À è âåêòîðîì êîíå÷íîé ïðîäóêöèè Y:

. 
12
20
56

  , 
08,005,01,0
03,012,015,0
2,025,03,0











=












= YA

Íàéòè êîýôôèöèåíòû ïîëíûõ çàòðàò: ïëàíîâûå îáúåìû âàëî-
âîé ïðîäóêöèè Õ = (õ1, õ2, õ3); âåëè÷èíó ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ,
ò.å. çíà÷åíèÿ õik (i = 1, 2, 3; k = 1, 2, 3); ìàòðèöó êîñâåííûõ çàòðàò;
ïî çàäàííîìó âåêòîðó óâåëè÷åíèÿ êîñâåííîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè
∆Y  îïðåäåëèòü èçìåíåíèå ïëàíà ∆Õ.

Íàõîäèì ìàòðèöó (Å � À):

. 
92,0   05,0�1,0�
03,0�88,0   15,0�
2,0�25,0�7,0   

08,005,01,0
03,012,015,0
2,025,03,0

100
010
001













=

=











−










=−= AEK

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ïîëíûõ çàòðàò (7.28) îáðàùàåì ìàò-
ðèöó K.

Ïåðâûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ K �1 = (E � A)�1. Âû÷èñëÿåì îïðå-
äåëèòåëü

.511,0
92,0   05,0�1,0�

 03,0�88,0   15,0�
2,0�25,0�7,0   

   || ==K
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Òàê êàê | K | ≠ 0, òî ñóùåñòâóåò ìàòðèöà K �1 = P îáðàòíàÿ
çàäàííîé ìàòðèöå K.

Íàõîäèì àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K.

;141,0
 92,01,0� 
 03,0�15,0�  )1(�   ;808,0

 92,005,0� 
 03,0�88,0)1(� 3

12
2

11 ==== KK

;24,0
 92,005,0� 

   2,0�25,0�)1(�   ;096,0
 05,0�  1,0� 
 88,015,0�)1(� 3

21
4

13 ==== KK

;06,0
 05,0�1,0� 
 25,0�7,0)1(�   ;624,0

 92,01,0� 
   2,0�7,0)1(� 5

23
4

22 ==== KK

;051,0
 03,0�15,0� 

   2,0�  7,0)1(�   ;184,0
 03,0�88,0 

   2,0�25,0� )1(� 5
32

4
31 ==== KK

.579,0
 88,015,0� 
 25,0�7,0)1(� 6

33 ==K

Èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ñîñòàâëÿåì òðàíñïîíèðîâàí-
íóþ ìàòðèöó è, äåëÿ åå íà | K |, ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ìàòðèöó K �1:

. 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1

511,0:
579,006,0096,0
051,0624,0141,0
184,024,0808,0

1












=












== −KP

Ðàññìîòðèì  äðóãîé  ñïîñîá  íàõîæäåíèÿ  îáðàòíîé  ìàòðèöû
K �1 ñ ïîìîùüþ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé. Ñîñòàâëÿåì òàáë. 7.17.

Ò à á ë è ö à  7.17

õ
1

õ
2

õ
3

b
1
 = 0,7 �0,25 �0,2

b
2
 = 0,15 0,88 �0,03

b
3
 = �0,1 �0,05 0,92

Ñîâåðøàåì ïîñëåäîâàòåëüíî òðè øàãà æîðäàíîâûõ èñêëþ÷å-
íèé, ìåíÿÿ ìåñòàìè bi è õk, ïîëó÷àåì òàáë. 7.18�7.20.
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Ò à á ë è ö à  7.18

b
1

õ
2

õ
3

x
1
 =

7

10

14

5
7

2

b
2
 =

14

3
�

1400

1157

700

51
�

b
3
 =

7

1
�

35

3
�

175

156

Ò à á ë è ö à  7.19

b
1

b
2

õ
3

x
1
 =

5785

8800

5785

2500

5785

1835

x
2
 =

5785

1500

5785

7000

5785

510

b
3
 =

5785

955
�

5785

600
�

57850

51132

Ò à á ë è ö à  7.20

b
1

b
2

b
3

x
1
 =

25566

40405

4261

2000

51132

18350

x
2
 =

4261

1175

4261

5200

51132

5100

x
3
 =

51132

9550

51132

6000

51132

57850

Âíóòðè òàáë. 7.20 ñòîèò îáðàòíàÿ ìàòðèöà K �1. Îêðóãëÿÿ äî
òðåòüåãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé, èìååì:

. 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1

1












== −KP
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Íàõîäèì îáúåì ïðîèçâîäñòâà îòðàñëåé (âàëîâàÿ ïðîäóêöèÿ):

. 
26,383  
41,047  

102,197

12
20
56

 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1













=










⋅












== PYX

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëàíîâûå îáúåìû âàëîâîé ïðîäóêöèè òðåõ îò-
ðàñëåé, íåîáõîäèìûå äëÿ îáåñïå÷åíèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ êîíå÷íîé
ïðîäóêöèè ðàâíû:

õ1 = 102,2;   õ2 = 41,0;   õ3 = 26,4.

Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ áàëàíñà ðàññ÷èòûâàåì ìåæîòðàñëåâûå ïîòî-
êè ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà ïî ôîðìóëå (7.22):

x11 = 0,3 · 102,2 = 37,7; x21 = 0,15 · 102,2 = 15,3; x31 = 0,1 · 102,2 = 10,2;

x12 = 0,25 · 41,0 = 10,2; x22 = 0,12 · 41,0 = 4,9; x32 = 0,05 · 41,0 = 2,1;

x13 = 0,2 · 26,4 = 5,3; x23 = 0,03 · 26,4 = 0,8; x33 = 0,08 · 26,4 = 2,1.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâèì â ôîðìå ìåæîòðàñëåâîãî
áàëàíñà (òàáë. 7.21). Âåëè÷èíà ÷èñòîé ïðîäóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ
çäåñü êàê ðàçíèöà ìåæäó âàëîâîé ïðîäóêöèåé îòðàñëè è ñóììîé
ìåæîòðàñëåâûõ ïîòîêîâ â êàæäîì ñòîëáöå.

Ò à á ë è ö à  7.21

1 2 3
Êîíå÷íàÿ Âàëîâàÿ
ïðîäóêöèÿ ïðîäóêöèÿ

1 30,7 10,2 5,3 56 102,2

2 15,3 4,9 0,8 20 41,0

3 10,2 2,1 2,1 12 26,4

×èñòàÿ ïðîäóêöèÿ 46,0 23,8 18,2 � �

Âàëîâàÿ ïðîäóêöèÿ 102,2 41,0 26,4 � 169,6

Íà îñíîâå çàäàííûõ ìàòðèö Y è A ïî óðîâíþ êîíå÷íîãî ïðî-
äóêòà è êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò ïîëó÷åí ïîëíîñòüþ ñáà-
ëàíñèðîâàííûé ïëàí îáùåãî ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè è åå ðàñ-

Ïîòðåáëÿþùèå
îòðàñëè

Ïðîèçâî-
äÿùèå îòðàñëè
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ïðåäåëåíèÿ êàê ìåæäó îòðàñëÿìè â êà÷åñòâå ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà,
òàê è äëÿ êîíå÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ìàòðèöó êîñâåííûõ çàòðàò íàéäåì èç ôîðìóëû (7.28):

. 
051,0067,0087,0
070,0100,0126,0
159,0219,0280,0

 
100
010
001

�
0,080,050,1
0,030,120,15
0,20,250,3

� 
131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1













=

=

































=−−= EAPC

Îïðåäåëÿåì èçìåíåíèå ïëàíà ∆Õ, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ ïðè óâå-
ëè÷åíèè êîíå÷íîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè 1-é îòðàñëè íà 20, 2-é �
íà 10 è 3-é � íà 5 (åäèíèö).

. 
565,10
220,18
085,38

5 
10
20

131,1117,0187,0
100,0220,1276,0
359,0469,0580,1













=










×












=∆=∆ YPX

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáóåòñÿ óâåëè÷èòü âàëîâûé âûïóñê 1-é
îòðàñëè íà ∆õ1 = 38,1, 2-é îòðàñëè íà ∆õ2 = 18,2 è 3-é îòðàñëè íà
10,6 (åäèíèö).
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ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÇÀÄÀÍÈß
ÏÎ ÊÓÐÑÓ «ÂÛÑØÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ»

ÄËß ÑÒÓÄÅÍÒÎÂ ÇÀÎ×ÍÎÉ ÔÎÐÌÛ ÎÁÓ×ÅÍÈß

Â ïåðâîì ñåìåñòðå, ñòóäåíòû âûïîëíÿþùèå îäíó êîíòðîëüíóþ
ðàáîòó, ðåøàþò çàäà÷è: 1.4.2;  2.1.2;  2.3.1;  3.2.1;  3.3.1;  3.4.3.

Åñëè ïî ãðàôèêó ñòóäåíòû äîëæíû ñäàòü äâå êîíòðîëüíûå
ðàáîòû, òî â 1-þ âõîäÿò çàäà÷è: 1.4.1;  1.4.2;  2.1.2;  2.2.1;  2.3.1,  à
âî 2-þ: 3.2.1;  3.2.2;  3.3.1;  3.4.2;  3.4.3.

Íîìåðà çàäà÷ êîíòðîëüíûõ ðàáîò, êîòîðûå Âû áóäåòå âûïîë-
íÿòü  â äðóãèõ ñåìåñòðàõ, ñëåäóåò óçíàâàòü çàðàíåå íà çà÷åòíî-ýê-
çàìåíàöèîííûõ ñåññèÿõ ïðè ÷òåíèè Âàì ëåêöèé.

Ñòóäåíòû ñïåö. 061800 «Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìè-
êå» â ïåðâîì ñåìåñòðå âûïîëíÿþò äâå êîíòðîëüíûå ðàáîòû ïî
«Âûñøåé àëãåáðå». Â 1-þ âõîäÿò çàäà÷è: 1.1.1;  1.2.1;  1.3.1;  1.4.1;
1.4.2;  1.4.3, à âî 2-þ; 2.1.1;  2.1.2;  2.2.1;  2.3.1.

Ñòóäåíòû ñïåö. 0618 «Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå»
â ïåðâîì ñåìåñòðå òàêæå âûïîëíÿþò äâå êîíòðîëüíûå ðàáîòû ïî
«Ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó». Â 1-þ âõîäÿò çàäà÷è: 3.1.1; 3.2.1;
3.2.2; 3.3.1, à âî 2-þ: 3.4.1; 3.4.2; 3.4.3; 3.5.1.

Ïåðåä òåì êàê ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîíòðîëüíîé ðàáî-
òû íóæíî èçó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë (êàêîé-
òî íåáîëüøîé ðàçäåë!). Ýòîò  ìàòåðèàë íóæíî çàêðåïèòü, ðåøàÿ ñà-
ìîñòîÿòåëüíî (!) (ìîæåò áûòü è íåñêîëüêî ðàç) óæå ðåøåííûå çàäà-
÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññìàòðèâàåìîìó Âàìè òåîðåòè÷åñêîìó
ìàòåðèàëó. Ïîñëå ýòîãî Âû ïðèñòóïàåòå ê ðåøåíèþ çàäà÷è êîíò-
ðîëüíîé ðàáîòû, îäíîâðåìåííî ñâåðÿÿñü ñ óæå ðåøåííîé àíàëîãè÷-
íîé òèïîâîé çàäà÷åé èç ðàçäåëà «Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷».

Òðåáîâàíèÿ ê îôîðìëåíèþ êîíòðîëüíûõ ðàáîò

1. Êîíòðîëüíûå ðàáîòû ñëåäóåò âûïîëíÿòü â ó÷åíè÷åñêèõ òåò-
ðàäÿõ (æåëàòåëüíî â êëåòêó). Íà îáëîæêå íåîáõîäèìî óêàçàòü:
íàçâàíèå ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ, ôàêóëüòåòà (èíñòèòóòà); íàçâàíèå
êàôåäðû; íîìåð è íàçâàíèå êîíòðîëüíîé ðàáîòû; íàçâàíèå ñïå-
öèàëüíîñòè;  ôàìèëèþ, èìÿ, îò÷åñòâî è ëè÷íûé øèôð ñòóäåíòà.

2. Íà êàæäîé ñòðàíèöå íàäî îñòàâèòü ïîëÿ ðàçìåðîì 4 ñì äëÿ
îöåíêè çàäà÷ è ìåòîäè÷åñêèõ óêàçàíèé ïðîâåðÿþùåãî ðàáîòó.

3. Óñëîâèÿ çàäà÷ ïåðåïèñûâàòü íåîáÿçàòåëüíî, äîñòàòî÷íî
óêàçàòü íîìåð çàäà÷è ïî äàííîìó ïîñîáèþ.
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Ôîðìèðîâàíèå èñõîäíûõ äàííûõ ê çàäà÷àì

Êàæäàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç çàäà÷ îäíîãî èëè íå-
ñêîëüêèõ ðàçäåëîâ ñáîðíèêà.

Óñëîâèÿ çàäà÷, âõîäÿùèõ â êîíòðîëüíóþ ðàáîòó, îäèíàêîâû
äëÿ âñåõ ñòóäåíòîâ, îäíàêî ÷èñëîâûå äàííûå çàäà÷ çàâèñÿò îò ëè÷-
íîãî øèôðà ñòóäåíòà, âûïîëíÿþùåãî ðàáîòó.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñâîè ëè÷íûå ÷èñëîâûå äàííûå, íå-
îáõîäèìî âçÿòü äâå ïîñëåäíèå öèôðû ñâîåãî øèôðà (À � ïðåäïîñ-
ëåäíÿÿ  öèôðà, Â � ïîñëåäíÿÿ) è âûáðàòü èç òàáëèöû 1 ïàðàìåòð
m, à èç òàáëèöû 2 ïàðàìåòð n. Ýòè äâà ÷èñëà m è n è íóæíî ïîä-
ñòàâèòü â óñëîâèÿ çàäà÷ êîíòðîëüíîé ðàáîòû.

Ò à á ë è ö à  1 (âûáîð ïàðàìåòðà m)

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

m 4 3 5 1 3 2 4 2 1 5

Ò à á ë è ö à  2 (âûáîð ïàðàìåòðà n)

B 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n 3 2 1 4 5 3 1 5 2 4

Íàïðèìåð, åñëè øèôð ñòóäåíòà 1097�037, òî À = 3, Â = 7, è èç
òàáëèö íàõîäèì, ÷òî m = 1, n = 5. Ïîëó÷åííûå m = 1 è n = 5 ïîä-
ñòàâëÿþòñÿ â óñëîâèÿ âñåõ çàäà÷ êîíòðîëüíîé ðàáîòû ýòîãî ñòó-
äåíòà.

1. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

1.1. Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöàìè

1.1.1. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:

à) ; 
2

�
12

3022 









⋅−











−+

−
⋅

n
mn

m

mnm

nnm

á) . 
2�3

1
2

13
220
11











−⋅










−
+

n
m

m
n

nm
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1.2. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé

1.2.1. Ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ∆ ðàâåí íóëþ

321
 � 

−
−−

+
=∆ mnmn

nmnm

à) ñïîñîáîì Êðàìåðà; á) ðàçëîæåíèåì ïî ñòðîêå.

1.3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

1.3.1. Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó ê ìàòðèöå À è ïðîâåðèòü âû-
ïîëíåíèå ðàâåíñòâà À · À�1 = Å:

à) ; 



+−

−= nmn
mnmA   á) . 

212 











−

+
= mnmn

nmnm
A

1.4. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1.4.1. Çàïèñàòü ñèñòåìó





=+
+=−++
,2      

,)()( 22

mnnymx
nmynmxnm

â ìàòðè÷íîì âèäå bxA =⋅  è ðåøèòü åå ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ
îáðàòíîé  ìàòðèöû.

1.4.2. Ðåøèòü ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóññà:







−+=+++
+−+=−++

−+=++

.2          )(

,)(        

,132            32        

2
321

22
321

321

nmnmnxmxxnm

nmnmxnmnxmx

nmxxx

1.4.3. Äàíà ñèñòåìà









=+−++++++
++−=−+++−
−+=−++++

.3)3()2()()2(
,3)(

,22)(

54321

2
54321

2
54321

mnxmxnxnmxnmmx
nmnmxnxnxmxxnm

nmnmmxxmxxnmnx

1. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êðîíåêåðà-Êàïåëëè óñòàíîâèòü ñîâìå-
ñòíîñòü ñèñòåìû.
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2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû â âèäå

x1 = f (x3, x4, x5),

x2 = ϕ (x3, x4, x5).

3. Íàéòè  ÷àñòíîå  ðåøåíèå  ñèñòåìû  ),( 54321  , , , , xxxxxa =  ïî-
ëîæèâ õ3 = m, õ4 = n, õ5 = m � n è ïðîâåðèòü ñèñòåìó.

1.5. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåíûå âåêòîðû

1.5.1. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû äëÿ ìàòðèöû

. 0


 −= m
nnmA

2. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ

2.1. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

2.1.1. Íà ïðÿìóþ mx + ny � m2 � n2 = 0, ñïîñîáíóþ îòðàæàòü
ëó÷è, ïàäàåò ëó÷ 2nx + my � 3mn = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå îòðà-
æåííîãî ëó÷à.

2.1.2. Äàí òðåóãîëüíèê ÀÂÑ ñ âåðøèíàìè  À (m + 1; n + 1), B
(m; �n) è Ñ (�m; n). Íàéòè:

à) âåëè÷èíó óãëà À;
á) êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí;
â) êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò;
ã) äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû À;
ä) ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ;
å) ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, çàäàþùèõ îáëàñòü âíóòðè òðåóãîëüíè-

êà ÀÂÑ, è ñäåëàòü ÷åðòåæ.

2.2. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè

2.2.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êðèâîé, äëÿ êàæäîé òî÷êè êîòî-

ðîé îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî òî÷êè F (n; m) ê ðàññòîÿíèþ äî ïðÿ-

ìîé x = �m ðàâíî .
n

m
 Ïðèâåñòè ýòî óðàâíåíèå ó êàíîíè÷åñêîìó

âèäó è îïðåäåëèòü òèï êðèâîé.
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2.3. Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå

2.3.1. Ïèðàìèäà   SABC   çàäàíà   âåðøèíàìè   S   (m;  n;  m + n),
A (m + 1; �n; �m), B (�n; m + 1; �n), C (�n; �m; �m � n). Íàéòè:

à) óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè À, Â è Ñ;
á) âåëè÷èíó óãëà ìåæäó ðåáðîì SC  è ãðàíüþ ÀÂÑ;
â) ïëîùàäü ãðàíè ÀÂÑ;
ã) óðàâíåíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû S íà ãðàíü ÀÂÑ

è åå äëèíó;
ä) îáúåì ïèðàìèäû SABC.

3. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå

3.1. Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

3.1.1. Ñ ïîìîùüþ ñìåùåíèÿ, ðàñòÿæåíèÿ è îòðàæåíèÿ ãðàôè-

êîâ ôóíêöèé y = x2 è 
x

y
1= ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé:

à) ; |2| 222 nmmxxy −+−=

á) .
nxm

nmx
y

−
+

=

3.2. Ïðåäåëû, íåïðåðûâíîñòü è ðàçðûâû ôóíêöèé

3.2.1. Íàéòè ïðåäåëû ôóíêöèé:

à) ;  lim 22 


 +−−++
±∞→

mnxxnmxx
x

á) ; 
2

 )(
lim

222

/ nmxmx

mnxnmmnx
mnx +−

++−
→

â) ;
)( cos1

) )(( cos)( cos
lim

0 nx

xnmmx
x −

+−
→

ã) ; lim
)( xnm

x nmx

nmx
+

∞→







+
−

ä) .)(2
))2((coslim mx

x
nx ctg 

π→
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3.2.2. Â òî÷êàõ õ1 = 0 è õ2 = n äëÿ ôóíêöèè f (x) óñòàíîâèòü
íåïðåðûâíîñòü èëè îïðåäåëèòü õàðàêòåð òî÷åê ðàçðûâà. Íàðèñî-
âàòü ãðàôèê ôóíêöèè f (x) â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê:

à) ; 
22

 )(
/ −

=
xn

m
xf

á) 














+∞<<

≤≤−

<<∞+

=

;åñëè,

,0åñëè,)( 

,0�åñëè),( 

)( 2
2

xnmx

nxnx
n

m

xnx
n

m

xf

3.3. Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé

3.3.1. Íàéòè ïðîèçâîäíûå y ′(x) ôóíêöèé:

à) ;1 41

1

1
nm

mn mnxx
n

y
+

++ 




 ++⋅

+
=   á) ;/)1(

nxmny +=

â) ;
)/(

 ln
nmm

m nx

nmx
y

+








+
+=    ã) ; 

)(1

)( arcsin
2nx

nx
y

−
=

ä) ;)( sin)( mxnxy =    e) ;mn
my

nx
e nymx =−+

æ) 




++=
++=
.2

,)( ln
2 mntnty

mntmtx

3.4. Ïðèëîæåíèÿ ïðîèçâîäíîé

3.4.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè

,
nmx

nmx
y

−
+=  ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé 2mx + ny + mn = 0.

3.4.2. Íàéòè  íàèáîëüøåå  è  íàèìåíüøåå  çíà÷åíèÿ  ôóíêöèè
f (x) = 2õ3 + 3 (m � n) õ2 � 6mnõ + 1 íà îòðåçêå [m � n; m + n].

3.4.3. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè .
22

3

)(

)(

nmx

mx
y

−−
−=
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3.5. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3.5.1. Äëÿ óðàâíåíèÿ mõ � cos (nõ) = 0 îòäåëèòü ïîëîæèòåëü-
íûé êîðåíü è íàéòè åãî ïðèáëèæåííî ñ òî÷íîñòüþ ε = 0,01:

à) ìåòîäîì äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì;
á) ìåòîäîì êàñàòåëüíûõ.
Ïðèìå÷àíèå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü ε äîñòèãíóòà, åñëè

ðàçíîñòü ìåæäó ñîñåäíèìè ïðèáëèæåíèÿìè xk + 1 è xk óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó | xk + 1 � xk | < ε.

4. Èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå

4.1. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

4.1.1. Íàéòè èíòåãðàëû:

à) ;
2

1 1
 dxmn

x

n
xm

m n

n∫ 









+−⋅

+ +
  á) ;  

2∫
−⋅ nxmxx

dx

â) ;2)( dxemx nx−⋅+∫   ã) ; 
)(2

 
2223

22

dx
xnmnxx

nmnx∫ ++−
++

ä) ∫ ++
.

1)( sin
 

nmx

dx

4.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

4.2.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû èëè óñòàíîâèòü èõ ðàñõîäèìîñòü:

à) ; 
)/( arctg)(

 
22∫

+∞

⋅+
n

nxxn

dx
   á) ∫

+

++−

nm

n mnxnmx

dx .
 )(

 
2

4.3. Ïðèìåíåíèÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

4.3.1. Ïîñòðîèòü ñõåìàòè÷åñêèé ÷åðòåæ è íàéòè ïëîùàäü ôè-
ãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè:

à) y = õ2 + mõ � n2,   (mn + n2) x � (m + n) y + m2n � n3 = 0;
á) (x2 + y2)2 = 2 (m + n)2 xy.
4.3.2. Íàéòè îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã

îñè ÎÕ ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè:

.0  ,  ,0 2
2

=−−+== mnmnymx
m

x
yy
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4.4. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå
îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

4.4.1. Äëÿ    âû÷èñëåíèÿ    îïðåäåëåííîãî    èíòåãðàëà

,
5

5

2 ∫
+

−

+=
m

m

dxnxJ   ðàçáèâàÿ  îòðåçîê  èíòåãðèðîâàíèÿ  ñíà÷àëà  íà

10 ðàâíûõ ÷àñòåé, à çàòåì íà 20 ðàâíûõ ÷àñòåé, íàéòè ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ J10 è J20:

à) ïî ôîðìóëå òðàïåöèé;
á) ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà.
Îöåíèòü   òî÷íîñòü   ïðèáëèæåíèÿ    ñ    ïîìîùüþ   ðàçíîñòè

ε = | J10 � J20 |.

5. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

5.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

5.1.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå xyyx zzz ′′′′  è   ,  ôóíêöèé:
à) z = (x � m)2 · yn + xm · (y + n)3 + mn;

á) . ny

mx

ez −
−

=

5.1.2. Íàéòè äèôôåðåíöèàë dz ôóíêöèè z = sin2 (mx2 � ny2).

5.1.3. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ z = y · ln (mx2 � ny2) óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ .
2y

mz
z

y

m
z

x

n
yx =′⋅+′⋅

5.2. Ïðèëîæåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

5.2.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè
ê ïîâåðõíîñòè 4z = xy � nx � my + mn â òî÷êå (�m; �n; mn).

5.2.2. Äëÿ ôóíêöèè z = ln (mx2 + ny2) â òî÷êå À (�n; m) íàéòè

ãðàäèåíò è ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ .jnima ⋅−⋅=

5.2.3. Íàéòè   íàèáîëüøåå   è   íàèìåíüøåå   çíà÷åíèÿ   ôóíê-
öèè z = 4x2 + y2 � 4mx � ny + m2 + n2 â îáëàñòè, çàäàííîé íåðàâåí-
ñòâàìè: x ≥ 0; nx � my ≤ 0; x + y � m � n ≤ 0.
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6. Äâîéíûå, òðîéíûå è êðèâîëèíåéíûå
èíòåãðàëû

6.1. Äâîéíûå èíòåãðàëû

6.1.1. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ:

à) ∫∫
+my

nmy

n

dxyxfdy
/0

; ),(  

á) ∫ ∫∫∫
−++

+
2)/(

0

/)(

00

. ),(   ),( 
mx nxnmnm

m

m

dyyxfdxdyyxfdx

6.1.2. Ñäåëàòü ÷åðòåæ è íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïî-
âåðõíîñòÿìè z = 0, y = x2 è ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè
À (n; n2; 0), B (�m; n2; 0) è Ñ (0; 0; m + n).

6.1.3. Ñäåëàòü ÷åðòåæ è íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé ëèíèÿìè:

à) y = 0, y = x2,   ny = �m2 (x � m � n);

á) õ2 + y2 ≥ 6,   õ2 + y2 ≤ 2nx + 2ny.

6.2. Òðîéíûå èíòåãðàëû

6.2.1. Íàéòè ∫∫∫
V

dzdydxx ,     åñëè òåëî V îãðàíè÷åíî ïëîñêîñòÿ-

ìè x = 0,   y = 0,   n2x + m2y � mnz = 0   è   x + y + z � m � n = 0.

6.2.2. Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè
nz = x2 + y2,   z = n,   x = 0, ny = mx.

6.3. Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû
6.3.1. Âû÷èñëèòü

∫ +
C

dyyxQdxyxP , ),(  ),(  

ãäå P (x, y) = ny + 2x,  Q (x, y) = mx + 2y, à êîíòóð Ñ îáðàçîâàí
ëèíèÿìè  n2y = m2x2,  y = m2, x = 0:

a) íåïîñðåäñòâåííî;
á) ïî ôîðìóëå Ãðèíà.
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6.3.2. Âû÷èñëèòü

∫ +−+++
C

zdznmdynzydxmzx , )( 2 )2( )2( 

ãäå êîíòóð Ñ ÿâëÿåòñÿ îäíèì âèòêîì âèíòîâîé ëèíèè:







+=
≤≤=

=

, )( 
20),( sin

),( cos
.

tnmz
tmtny

mtnx
π

7. Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëÿ

7.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè

7.1.1. Íàéòè â òî÷êå À (�n; �m; 0) ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

.
nymx

nmz
u

+
++=

7.1.2. Íàéòè â òî÷êå B (n; m; m + n) äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî
ïîëÿ

. )( ) , ,( 22
2222

kznmj
x

nyz
i

y

mxz
zyxF ⋅++⋅−+⋅−=

7.1.3. Íàéòè â òî÷êå Ñ  (m; n; 1) ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ

. )( ) , ,( kznymxj
z

nymx
i

z

mynx
zyxF ⋅+−−+⋅−=

7.2. Èíòåãðàëû è èíòåãðàëüíûå òåîðåìû

7.2.1. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëå knymxjnzimzzyxF ⋅++⋅+⋅= )(),,(    

ïîòåíöèàëüíî, è íàéòè åãî ïîòåíöèàë.

7.2.2. Äàíû ïîëå kxynmjmznxinzmyF ⋅++⋅−+⋅−=  )()()( 2222

è  ïèðàìèäà  ñ  âåðøèíàìè   O (0;  0;  0),   A (m;  0;  0),   B (0;  n;  0),
Ñ (0; 0; m + n).   Íàéòè:

à) ïîòîê ïîëÿ F  ÷åðåç ãðàíü ÀÂÑ ïèðàìèäû â íàïðàâëåíèè
íîðìàëè, ñîñòàâëÿþùåé îñòðûé óãîë ñ îñüþ ÎZ;
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á) ïîòîê ïîëÿ F  ÷åðåç âíåøíþþ ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà;

â) öèðêóëÿöèþ ïîëÿ F  âäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà ÀÂÑ:
â1) íåïîñðåäñòâåííî;
â2) ñ  ïîìîùüþ  òåîðåìû  Ñòîêñà  (îáõîä  êîíòóðà  ïðîèñõî-

äèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî âíåø-
íåé íîðìàëè  ê ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû).

8. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

8.1. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

8.1.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:
à) y ′ = emx � ny;
á) (nx � my) · y ′ = mx + ny;

â) ; arctg)( 22

m

x
nyyxm =+′⋅+

ã) .12 +⋅=+′ nyx
x

my
y

8.1.2. Ñêîðîñòü  ðîñòà  áàíêîâñêîãî  âêëàäà  ïðîïîðöèîíàëü-
íà ñ êîýôôèöèåíòîì ðàâíûì m âåëè÷èíå âêëàäà. Íàéòè çàêîí èç-
ìåíåíèÿ âåëè÷èíû âêëàäà ñî âðåìåíåì, åñëè ïåðâîíà÷àëüíàÿ ñóì-
ìà âêëàäà ñîñòàâëÿëà n ìèëëèîíîâ ðóáëåé.

8.2. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ ïîðÿäêîâ

8.2.1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè:
à) y ′″ � (m � n) · y″ � mn · y ′ = 0,    y (0) = 0,    y ′ (0) = m,   y″ (0) = n;
á) y″ � 2n · y ′ + n2y = (x + m) · e(m + n)x,   y (0) = m,  y ′ (0) = n;
â) y″ + n2y = sin (mx), y (0) = 0,   y ′ (0) = m + n.

8.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

8.3.1. Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé









+=

−=

,

,

mynx
dt

dy

nymx
dt

dx

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x (0) = 1,   y (0) = 2.
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9. Ðÿäû

9.1. ×èñëîâûå ðÿäû

9.1.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëå-
íàìè:

à) ; 
21

3
 

1
2

2

∑
∞

= +−
+−

k nkk

nkmk   á) ; 
23

12
 

1
∑

∞

=
+

+

+
+

k
mk

nk

â) ∑
∞

=











+⋅+
+⋅

1
2

2

;
)(

 
k

k

mknm

nkm
  ã) ∑

∞

= ++1

.
1)1(

! )(
 

k
kn

mk

9.2. Ñòåïåííûå ðÿäû

9.2.1. Íàéòè îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà:

à) ; 
12

2
 

1
∑

∞

= +
⋅

k
nk

kmk x   á) ; )(
23

12
 

1
1∑

∞

=
+ −⋅

+⋅
+⋅

k

k
m

m

nx
k

k

â) . 
! )(

2
 

1
∑

∞

=

⋅

k

knk

mk

x

9.2.2. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (õ) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè õ0:

à) ;   , 0 )( nx
mx

x
xf =

+
=

á) ∫ =
−

=
nx

m
x

x

dx
xf

0

.00  ,
1
 )(

9.2.3. Ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ñ
òî÷íîñòüþ 0,001 çíà÷åíèÿ:

à) å�n;

á) . 
)( sin

0

2

dx
x

x
nm

n

∫
+

9.3. Ðÿäû Ôóðüå

9.3.1. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f (õ) â ðÿä Ôóðüå â óêàçàííîì èí-
òåðâàëå: f (õ) = (x � m)2 â èíòåðâàëå (0, m).
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10. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

10.1. Äåéñòâèÿ ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè

10.1.1. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:
à) (m + in)2 · (n � im);

á) .
imn

inm

+
−

10.2. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè

10.2.1. Ïîêàçàòü,   ÷òî   ôóíêöèÿ   f (z)  =  (z  +  m)2  +  z  �  ni
àíàëèòè÷íà.

10.3. Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

10.3.1. Âû÷èñëèòü ∫ ++−
C

dzmyxiynx , ))( )((   ãäå  êîíòóð  Ñ �

íåçàìêíóòàÿ   ëîìàíàÿ,    ñîåäèíÿþùàÿ   òî÷êè   Î (0,  0),     À (m,  n)
è  B (0, m + n).

10.4. Ðÿäû Òåéëîðà è Ëîðàíà

10.4.1. Ðàçëîæèòü      ôóíêöèþ      
mnmznmz

z
zf

+++−
=

22  )2(
 )(

â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 = 0 â ðÿä Òåéëîðà è íàéòè ðàäèóñ ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà.

10.5. Âû÷åòû è èõ ïðèëîæåíèÿ

10.5.1. Îïðåäåëèòü òèï îñîáûõ òî÷åê ôóíêöèè 
23

1
 )(

nzz
zf

+
=

è íàéòè âû÷åòû â íèõ.

11. Ïðèëîæåíèÿ îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

11.1. Ðåøèòü îïåðàöèîííûì ìåòîäîì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå:

x″ + (m � n)x′ � mnx = e(m�n)t,   x(0) = 0,   x′(0) = m.
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12. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

12.1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

12.1.1. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ (m + 3) îäèíàêîâûõ ïàð ïåð÷àòîê
÷åðíîãî öâåòà è (n + 2) îäèíàêîâûõ ïàð ïåð÷àòîê áåæåâîãî öâåòà.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå íàóäà÷ó èçâëå÷åííûå ïåð÷àòêè
îáðàçóþò ïàðó.

12.1.2. Â óðíå íàõîäÿòñÿ 3 øàðà áåëîãî öâåòà è (n + 1)  øàðîâ
÷åðíîãî öâåòà. Íàóäà÷ó ïî îäíîìó èçâëåêàþòñÿ 3 øàðà è ïîñëå
êàæäîãî èçâëå÷åíèÿ âîçâðàùàþòñÿ â óðíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ñðåäè èçâëå÷åííûõ øàðîâ îêàæåòñÿ:

à) ðîâíî äâà áåëûõ øàðà;
á) íå ìåíåå äâóõ áåëûõ øàðîâ.

12.1.3. Â óðíå íàõîäÿòñÿ (m + 2) áåëûõ (n + 2) ÷åðíûõ øàðà.
Ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàþòñÿ íàóäà÷ó òðè øàðà áåç èõ âîçâðà-
ùåíèÿ â óðíó.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòèé ïî ñ÷åòó øàð îêàæåòñÿ
áåëûì.

12.2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

12.2.1. Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
x  èìååò âèä:

x
i

�2 �1 0 m m + n

p
i

0,2 0,1 0,2 p
4

p
5

Íàéòè âåðîÿòíîñòè p4, p5, è äèñïåðñèþ D (X), åñëè ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå Ì (Õ) = �0,5 + 0,5m + 0,1n.

12.2.2. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû Õ èìååò âèä:








+∞<≤+
+<<−⋅

≤<∞
=

.

,

,

0

/)(

�0

)(

xnm

nmxmnmxa

mx

xf

ïðè

     ïðè

  ïðè

Íàéòè:
à) ïàðàìåòð à;
á) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x);
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â) âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â èíòåðâàë

; 1  ,
2







 +++ nm

n
m

ã) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå M (X) è äèñïåðñèþ D (X).
Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé f (x) è F (õ).

12.2.3. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, X2, X3 èìåþò ãåîìåòðè÷åñêîå,
áèíîìèàëüíîå è ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè P (m ≤ Xi ≤ m + 2), åñëè ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ Ì (Xi) = n + 1, à äèñïåðñèÿ D (X2) = (n + 1)(7 � n) / 8.

12.2.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X4, X5, X6 èìåþò ðàâíîìåðíîå,
ïîêàçàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.  Íàé-
òè âåðîÿòíîñòè P (n < Xi < n + m), åñëè ó ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è ñðåäíèå êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ
ðàâíû m.

13. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

13.1. ×èñëåííàÿ îáðàáîòêà äàííûõ îäíîìåðíîé âûáîðêè

Âûáîðêà Õ îáúåìîì N = 100 èçìåðåíèé çàäàíà òàáëèöåé:

x
i

õ
1

õ
2

õ
3

x
4

õ
5

õ
6

õ
7

ixm 5 13 20 + (m + n) 30 � (m + n) 19 10 3

ãäå xi � ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, 
ixm  �  ÷àñòîòû, ñ êîòîðûìè âñòðå-

÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ xi ,  ∑
=

=
7

1

,100 
i

xi
m  xi = 0,2 · m + (i � 1) · 0,3 · n.

13.1.1. Ïîñòðîèòü ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò .
N

m
ix

iW =

13.1.2. Âû÷èñëèòü ñðåäíåå âûáîðî÷íîå X , âûáîðî÷íóþ äèñ-
ïåðñèþ Dx è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå σõ.

13.1.3. Ïî êðèòåðèþ χ2 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè  ãåíåðàëüíîé  ñîâîêóïíîñòè  ïðè  óðîâíå  çíà÷èìîñòè
α = 0,05.

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ ðàñ÷åòîâ X  è Dx ðåêîìåíäóåòñÿ ïåðåéòè ê óñ-

ëîâíûì çíà÷åíèÿì 
n

cx xi
iu

⋅
−=
3,0

 è, âçÿâ çà ëîæíûé íóëü ñõ çíà÷åíèå

ñ íàèáîëüøåé ÷àñòîòîé, èñïîëüçîâàòü ñóììû ∑
=

⋅
7

1

 
i

ix um
i

 è .
7

1

2 ∑
=

⋅
i

ix um
i
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13.2. Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ðåãðåññèè

Äâóìåðíàÿ âûáîðêà ðåçóëüòàòîâ ñîâìåñòíûõ èçìåðåíèé ïðè-
çíàêîâ x è y îáúåìîì N = 100  èçìåðåíèé çàäàíà êîððåëÿöèîííîé
òàáëèöåé:

y
1

y
2

y
3

y
4

y
5 ix

m

õ
1

2 3 � � � 5

õ
2

3 8 2 � � 13

õ
3

� 8 + m 12 + n � � 20 + (m + n)

õ
4

� � 16 � m 14 � n � 30 � (m + n)

õ
5

� � 9 10 � 19

õ
6

� � 3 6 1 10

õ
7

� � � 1 2 3

jym 5 19 + m 42 + n � m 31 � n 3 N = 100

ãäå xi = 0,2 · m + (i � 1) · 0,3 · n,   yj = 0,5 · m + (j � 1) · 0,2 · n.

13.2.1. Íàéòè Y  è σó äëÿ âûáîðêè

y
j

y
1

y
2

y
3

y
4

y
5

jym 5 19 + m 42 + n � m 31 � n 3

(Ðàñ÷åòû Y  è σó  ìîæíî  ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî ðàñ÷åòàì Õ è σõ â
çàäà÷å 13.1.2).

13.2.2. Ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ðåãðåññèè Y íà Õ â âèäå

,baxyx +=  Õ è σõ ñëåäóåò âçÿòü èç çàäà÷è 13.1.2.

13.2.3. Íà ãðàôèêå èçîáðàçèòü  êîððåëÿöèîííîå ïîëå, òî åñòü

íàíåñòè òî÷êè (xi, yj)  è ïîñòðîèòü ïðÿìóþ .baxyx +=

Ïðèìå÷àíèå. Óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñíà÷àëà ðåêîìåíäóåòñÿ íàé-

òè â âèäå ,
xy

x XxYy
r

σσ
−− ⋅=  ãäå r � âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîð-

ðåëÿöèè, äëÿ ðàñ÷åòà êîòîðîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì

÷åòûðåõ ïîëåé.
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14. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

14.1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè

Ïðåäïðèÿòèå ïëàíèðóåò  âûïóñê äâóõ âèäîâ ïðîäóêöèè I è II,
íà ïðîèçâîäñòâî êîòîðûõ ðàñõîäóåòñÿ òðè âèäà ñûðüÿ À, Â è Ñ.
Ïîòðåáíîñòü àij íà êàæäóþ åäèíèöó j-ãî âèäà ïðîäóêöèè i-ãî âèäà
ñûðüÿ, çàïàñ bi ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäà ñûðüÿ è ïðèáûëü ñj îò ðåà-
ëèçàöèè åäèíèöû j-ãî âèäà ïðîäóêöèè çàäàíû òàáëèöåé:

Âèäû ïðîäóêöèè

I II

A a
11 

= n a
12 

= 2 b
1 
= mn + 5n

B a
21 

= 1 a
22 

= 1 b
2 
= m + n + 3

C a
31 

= 2 a
32 

= m + 1 b
3 
= mn + 4m + n + 4

ïðèáûëü ñ
1 
= m + 2 ñ

2 
= n + 1

ïëàí (åä.) õ
1

õ
2

14.1.1. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà äâóõ âèäîâ ïðîäóêöèè I è II ñ ïëà-
íîì õ1 è õ2 åäèíèö ñîñòàâèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ ïðèáûëè Z  è ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé ïî çàïàñàì ñûðüÿ, ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî òðåáóåòñÿ èçãîòîâèòü â ñóììå íå ìåíåå n åäèíèö îáîèõ
âèäîâ ïðîäóêöèè.

14.1.2. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 14.1.1. ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïëàí
(õ1, õ2) ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè, îáåñïå÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíóþ
ïðèáûëü Zmax. Îïðåäåëèòü îñòàòêè êàæäîãî âèäà ñûðüÿ. (Çàäà÷ó
ðåøèòü ñèìïëåêñ � ìåòîäîì).

14.1.3. Ïîñòðîèòü ïî ïîëó÷åííîé  ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé ìíî-
ãîóãîëüíèê äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è íàéòè îïòèìàëüíûé ïëàí ïðî-
èçâîäñòâà ãåîìåòðè÷åñêèì ïóòåì.  Îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ
ïðèáûëü Zmax.

14.2. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à

Íà   òðåõ   ñêëàäàõ   À1,   À2   è   À3   õðàíèòñÿ   à1 = 100,   à2 = 200
è à3 = 60 + 10n  åäèíèö îäíîãî è òîãî æå ãðóçà. Ýòîò ãðóç òðåáóåòñÿ
äîñòàâèòü òðåì ïîòðåáèòåëÿì Â1, Â2 è Â3, çàêàçû êîòîðûõ ñîñòàâ-
ëÿþò  b1 = 190, b2= 120 è b3 = 10m åäèíèö ãðóçà ñîîòâåòñòâåííî.

Âèäû
ñûðüÿ

Çàïàñû
ñûðüÿ
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Ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê ñij åäèíèöû ãðóçà ñ i-ãî ñêëàäà j-ìó ïîòðåáè-
òåëþ óêàçàíû â ïðàâûõ âåðõíèõ óãëàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëåòîê
òðàíñïîðòíîé òàáëèöû:

Ïîòðåáíîñòè Â
1

Â
2

Â
3

Çàïàñû b
1
 = 190 b

2
= 120 b

3
 = 10m

4 2 m
À

1
à

1
 = 100

n 5 3
À

2
à

2
 = 200

1 m + 1 6
À

3
à

3
 = 60 + 10n

14.2.1. Ñðàâíèâàÿ ñóììàðíûé çàïàñ ∑
=

=
3

1

 
i

iaa  è ñóììàðíóþ ïî-

òðåáíîñòü ∑
=

=
3

1

 
j

jbb â ãðóçå, óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìîäåëü

òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, çàäàííàÿ ýòîé òàáëèöåé, îòêðûòîé èëè çàê-
ðûòîé. Åñëè ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé, òî åå íåîáõîäèìî çàêðûòü,

äîáàâèâ ôèêòèâíûé ñêëàä 4A′  è aba −=′4  â ñëó÷àå a < b èëè ôèê-

òèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ 4B′  c ïîòðåáíîñòüþ bab −=′4 â ñëó÷àå a > b
è ïîëîæèâ ñîîòâåòñòâóþùèå èì òàðèôû ïåðåâîçîê íóëåâûìè.

14.2.2. Ñîñòàâèòü ïåðâîíà÷àëüíûé ïëàí ïåðåâîçîê. (Ðåêîìåí-
äóåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè.)

14.2.3. Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðâîíà÷àëüíûé ïëàí îïòè-
ìàëüíûì â ñìûñëå ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ïåðåâîçîê, è åñëè ýòî íå
òàê, òî ñîñòàâèòü îïòèìàëüíûé ïëàí

, 
333231

232221

131211

îïò 












=

xxx
xxx
xxx

X

îáåñïå÷èâàþùèé    ìèíèìàëüíóþ    ñòîèìîñòü    ïåðåâîçîê

.
3

1 ,
min   ∑

=

=
ji

ijij xñS  Íàéòè ýòó ñòîèìîñòü.
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15. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîíîìèêå

15.1. Ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå

Ïðîöåññ ïðîèçâîäñòâà ñëîæíîé ïðîäóêöèè ðàçáèâàåòñÿ íà îò-
äåëüíûå ýòàïû, çàøèôðîâàííûå íîìåðàìè 1, 2, �, 10. 1 � íà-
÷àëüíûé ýòàï ïðîèçâîäñòâà ïðîäóêöèè, 10 � çàâåðøàþùèé. Ïå-
ðåõîä îò i-ãî ýòàïà ê j-ìó ýòàïó íàçîâåì îïåðàöèåé. Âîçìîæíîñòè
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé (i > j)  è èõ ïðîäîëæèòåëüíîñòè tij  çàäàþòñÿ
òàáëèöåé.

øèôð ïðîäîëæèòåëüíîñòü øèôð ïðîäîëæèòåëüíîñòü
îïåðàöèè îïåðàöèè îïåðàöèè îïåðàöèè

i → j t
ij

i → j t
ij

1 1 → 2 m 10 5 → 9 m + 1

2 1 → 3 4 11 6 → 7 4

3 1 → 4 n 12 6 → 8 3

4 2 → 3 3 13 7 → 8 7

5 2 → 6 5 14 7 → 9 m

6 4 → 3 2 15 7 → 10 5

7 4 → 6 6 16 8 → 10 4

8 3 → 5 3 17 9 → 10 n

9 3 → 7 n + 1

15.1.1. Ñîñòàâüòå è óïîðÿäî÷èòå ïî ñëîÿì  ñåòåâîé ãðàôèê ïðî-
èçâîäñòâà ðàáîò. Íîìåðà ýòàïîâ íåîáõîäèìî îáâåñòè êðóæêàìè,
à îïåðàöèè i → j îáîçíà÷èòü ñòðåëêàìè, ïðîñòàâëÿÿ íàä íèìè ïðî-
äîëæèòåëüíîñòü tij îïåðàöèè.

15.1.2. Ñ÷èòàÿ, ÷òî íà÷àëî ðàáîòû ïðîèñõîäèò âî âðåìÿ t1 = 0,
îïðåäåëèòå âðåìÿ tp ( j ) îêîí÷àíèÿ êàæäîãî j-ãî ýòàïà è âðåìÿ tï (i)
ïîçäíåãî äîïóñòèìîãî ñðîêà íàñòóïëåíèÿ i-ãî ñîáûòèÿ.

15.1.3. Íàéäèòå êðèòè÷åñêîå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà ðà-
áîò Têð  è âûäåëèòå ñòðåëêè, ëåæàùèå íà êðèòè÷åñêîì ïóòè.

15.1.4. Äëÿ êàæäîé îïåðàöèè i → j îïðåäåëèòå ðåçåðâû ñâîáîä-
íîãî âðåìåíè ÑPij, ïîëíûé ðåçåðâ ÏPij , íåçàâèñèìûé ðåçåðâ ÍPij
è ãàðàíòèéíûé ðåçåðâ ÃPij . Ðåøèòå çàäà÷ó òàáëè÷íûì ìåòîäîì.
Íîìåðà ýòàïîâ, ëåæàùèå íà êðèòè÷åñêîì ïóòè ïîä÷åðêíèòå.

¹
ï/ï

¹
ï/ï
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15.2. Çàäà÷à ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà

Òðè îòðàñëè ïðîìûøëåííîñòè I, II è III ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäèòå-
ëÿìè è â òî æå âðåìÿ ïîòðåáèòåëÿìè íåêîòîðîé ïðîäóêöèè. Èõ âçà-
èìîñâÿçè îïðåäåëÿåò ìàòðèöà À êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìûõ çàòðàò

, 
2,01,04,0

1,03,00
1,01,02,0













⋅

⋅
= n

m
A

â êîòîðîé ÷èñëî àij, ñòîÿùåå íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîë-
áöà ðàâíî õij / Õj, ãäå õij � ïîòîê ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà èç i-é îòðàñ-
ëè â j-þ, à Õj � âàëîâîé îáúåì ïðîäóêöèè j-é îòðàñëè (âñå îáúåìû
ïðîäóêöèè âûðàæàþòñÿ â åäèíèöàõ ñòîèìîñòè).

Çàäàí òàêæå âåêòîð 










+
+














==

m
n

y
y
y

Y
100400
100500

1000

3

2

1
 îáúåìîâ êîíå÷íîé

ïðîäóêöèè.

15.2.1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà.

15.2.2. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà, òî
åñòü íàéòè îáúåìû âàëîâîé ïðîäóêöèè êàæäîé îòðàñëè Õ1, Õ2, Õ3,
îáåñïå÷èâàþùèå ïîòðåáíîñòè âñåõ îòðàñëåé è èçãîòîâëåíèå êî-
íå÷íîé ïðîäóêöèè Y. (Ðàñ÷åòû ðåêîìåíäóåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñ òî÷-
íîñòüþ äî òðåõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé).

15.2.3. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó Õ ïîòîêîâ ñðåäñòâ ïðîèçâîäñòâà õij.

15.2.4. Îïðåäåëèòü ÷èñòóþ ïðîäóêöèþ êàæäîé îòðàñëè

∑
=

−=
3

1
.

i
ijjj xXP

15.2.5. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îôîðìèòü â âèäå òàáëèöû ìåæîò-
ðàñëåâîãî áàëàíñà:

êîíå÷íûé âàëîâîé
ïðîäóêò ïðîäóêò

I x
11

x
12

x
13

y
1

X
1

II x
21

x
22

x
23

y
2

X
2

III x
31

x
32

x
33

y
3

X
3

îáùèé äîõîä P
1

P
2

P
3

âàëîâîé ïðîäóêò X
1

X
2

X
3

ïîòðåáëÿþùèå
îòðàñëè

ïðîèçâî-
äÿùèå îòðàñëè

I II III
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